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Analyse convexe

Feuille d’exercices 3 : fonctions convexes.

Dans tous les exercices E est un espace vectoriel.

1. Soit f : E → R ∪ {+∞}.
1. On suppose f convexe. Montrer que pour tout réel a le sous niveau {x, f(x) ≤ a} est

convexe.

2. Trouver une fonction non convexe f : R→ R dont tous les sous niveaux sont convexes.

2. Soit f : E → R ∪ {+∞} une fonction convexe inclue dans E et A ⊂ E. Montrer que
supA f = supconv(A) f .

3. Une fonction f : E → R∪{+∞} est dite sous additive si f(x+ y) ≤ f(x) + f(y) pour tout x
et y dans E. Elle est dite positivement homogène si f(0) = 0 et f(λx) = λf(x) pour tous λ > 0
et x ∈ E. Elle est dite sous linéaire si elle vérifie ces deux propriétés.

1. Montrer qu’une fonction sous linéaire est convexe.

2. Montrer qu’une fonction convexe et homogène est sous linéaire

3. Montrer que si f est sous linéaire, à valeur dans R, et vérifie f(−x) = −f(x), alors f est
linéaire.

4. Soit E∗ l’ensemble des formes linéaires sur E. Pour tout compact K de E on définit
gK : E∗ → R

gK(f) = max
x∈K

f(x).

Montrer que hK est sous linéaire.

5. Soit f convexe et x dans dom(f). Montrer que f+(x, ·) est sous linéaire.

4. Dans cet exercice E est un espace normé. Pour tout ensemble C non vide on définit sur E la
fonction distance à cet ensemble par dC(x) = infz∈c ‖x− z‖. Montrer que si C est convexe alors
dC est convexe.

5. Dans cet exercice E est un espace normé. Soit α un réel. Une fonction f vérifiant

f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)y − α

2
t(1− t)‖x− y‖2

est dite α fortement convexe si α > 0, et −α semiconvexe si α < 0.
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1. Quel est le lien entre la convexité, la forte convexité, et la semi convexité ?

2. A partir de maintenant on suppose que E est un espace de Hilbert. Montrer que α
2 ‖x‖

2

est α fortement convexe si α > 0, et −α semiconvexe si α < 0, et que dans les deux cas
l’inégalité dans la définition est en fait une égalité.

3. En déduire que f est α fortement convexe si et seulement si f − α
2 ‖ · ‖

2 est convexe ; et

que f est β fortement convexe si et seulement si f + β
2 ‖ · ‖

2 est convexe.

4. Soit K un compact de E. Montrer que −d2K est 2 semi convexe.
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