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Résumé

Dans cette thèse nous nous intéressons aux jeux répétés à somme nulle, dont la struc-
ture récursive peut s'exprimer au moyen d'un opérateur de Shapley Ψ. Nous étudions le
comportement asymptotique de la valeur vn (resp. vλ) du jeu en n étapes (resp. du jeu
λ-escompté) lorsque n tend vers +∞ (resp. lorsque λ tend vers 0).

Dans une première partie, nous considérons certaines propriétés analytiques véri�ées
par les opérateurs de Shapley et leurs itérés. Pour plusieurs catégories de jeux cette
approche en terme d'opérateur établit la convergence des deux familles de valeurs vers
une limite commune.

Dans une deuxième partie, nous étudions certaines équations d'évolution qui sont
des analogues en temps continu des formules caractérisant vn et vλ ; on démontre que
les solutions de ces équations ont le même comportement asymptotique que celles des
équations en temps discret.

Mots-clés : jeux répétés à somme nulle, propriétés asymptotiques, opérateur de Sha-
pley, opérateurs monotones et homogènes additivement, opérateurs contractants dans des
espaces de Banach, équations d'évolution non linéaires

Abstract

In this dissertation we consider zero-sum repeated games, whose recursive structure
can be expressed by the mean of a Shapley operator Ψ. We investigate the asymptotic
behavior of the value vn (resp. vλ) of the n stage game (resp. the λ discounted game) as
n tends to +∞ (resp. λ tends to 0).

In a �rst part, we study certain analytic properties of the Shapley operators Ψ and of
their iterates. For several classes of games this operator approach establish the convergence
of both families of values to a single limit.

In a second part, we consider some evolution equations which are continous-time ana-
logs of the formulas characterizing vn and vλ ; we prove that the solutions of those equa-
tions have the same asymptotic behavior than in discrete time.

Keywords : zero-sum repeated games, asymptotic properties, Shapley operator, mo-
notonous and additively homogeneous mappings, contractive operators in Banach spaces,
nonlinear evolution equations
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Chapitre 1

Introduction et plan

1.1 Introduction

Un jeu à deux joueurs et à somme nulle est un jeu dans lequel les deux adversaires ont
des intérêts opposés ; on s'intéresse dans cette thèse à la répétition en temps discret de
tels jeux. Ceci n'a d'intérêt que lorsqu'un paramètre du jeu évolue au cours du temps : on
étudie donc des modèles dynamiques dans lesquels les actions jouées par chaque joueur
n'in�uent pas que sur le paiement courant. Par exemple dans un jeu stochastique, les
actions déterminent également la loi de l'état suivant. Dans un jeu à information incom-
plète, elles changent les croyances de l'adversaire sur l'état de la nature. Il est également
possible de combiner ces deux aspects.

Un problème important dans ce cadre est celui de l'étude du comportement des valeurs
de jeux répétés quand le poids relatif de chaque étape devient négligeable. Ceci est le cas
pour les jeux répétés un grand nombre d'étapes, ainsi que pour les jeux escomptés avec
un faible taux d'escompte (c'est-à-dire lorsque les joueurs sont très patients). Lorsque ces
valeurs convergent, on peut également se poser le problème de l'égalité des limites, et de
leur caractérisation.

Cette question asymptotique a été résolue pour de nombreux jeux [3, 5, 6, 15, 23, 30],
en utilisant des méthodes très diverses. Cependant, la structure asymptotique des valeurs
dans chacun de ces cas est très similaire [31, 34] : elle peut s'exprimer au moyen d'un
opérateur appelé opérateur de Shapley du jeu. Une idée, appelée l'approche en terme
d'opérateurs [53, 64] (ou "Operator Approach"), est d'utiliser des propriétés analytiques
de cet opérateur pour démontrer la convergence des valeurs. Ceci permet de trouver de
nouvelles preuves dans certains cas [53], et d'établir de nouveaux résultats [51]. Dans cette
thèse, on applique et on généralise cette approche.

1.2 Plan de la thèse

1.2.1 Modèle des jeux répétés

Le premier chapitre est consacré à la description du modèle des jeux répétés. Le premier
cas traité est celui des jeux stochastiques �nis [55] : on rappelle la dé�nition de la valeur
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vn du jeu en n étapes, de la valeur vλ du jeu λ-escompté, ainsi que celle de l'opérateur de
Shapley Ψ. Celui ci décrit la structure récursive du jeu : il permet d'exprimer une relation
de récurrence véri�ée par la suite vn et une équation de point �xe caractérisant la famille
vλ :

nvn = Ψ((n− 1)vn−1) (1.2.1)

vλ = Φ(λ, vλ) avec Φ(λ, f) := λΨ

(
1− λ

λ
f

)
. (1.2.2)

On donne ensuite plusieurs autres exemples [3,34,59,62] de jeux pour lesquels les valeurs
véri�ent les mêmes relations. On rappelle �nalement la construction de [29, 31, 34] qui
établit un modèle général dans lequel cette structure récursive est satisfaite.

1.2.2 Étude asymptotique

Dans le deuxième chapitre on présente la problématique générale de la thèse : l'étude
du comportement des valeurs vn et vλ lorsque n tend vers +∞ et λ tend vers 0, les
questions principales étant l'existence des limites, leur égalité, et leur caractérisation.

On rappelle ensuite di�érents cadres dans lesquels les deux familles de valeurs ont une
limite commune : ceci est le cas pour les jeux stochastiques �nis [5,6], les jeux absorbants
[22], les jeux récursifs [15], les jeux à informations incomplètes [3, 30], ainsi que pour
plusieurs types de jeux stochastiques à information incomplète [47,51,54,62,63,66].

On donne �nalement plusieurs contre-exemples : dans certain cas [20,24] les valeurs vn

et vλ ne convergent pas, tandis que dans d'autres [27,49] elles convergent vers des limites
distinctes.

1.2.3 Opérateurs monotones et homogènes additivement

Ce chapitre décrit diverses propriétés satisfaites par les opérateurs de Shapley. Le fait
qu'il soit monotone et additivement homogène entraîne tout d'abord une propriété de
contraction pour la norme uniforme. Ceci implique que les normes des valeurs convergent
[24], et selon certaines coordonnées [16].

Nous nous intéressons ensuite plus spéci�quement à l'approche en terme d'opérateurs
de [53, 64]. L'idée de cette approche est de caractériser la limite des valeurs d'un jeu
comme unique solution (si elle existe) d'un système de deux inéquations variationnelles.
Cette approche a été appliquée pour démontrer (ou redémontrer) la convergence de vn

et vλ dans le cas des jeux absorbants [53], des jeux à information incomplète [53], et des
jeux absorbants à information incomplète d'un coté [51]. On l'applique ici également au
cas des jeux stochastiques à trois états et au cas des jeux récursifs.

On montre cependant que cette approche ne su�t pas pour certains jeux. Première-
ment, dans certains cas très simples, le système d'inéquations variationnelles n'a pas de
solution malgré la convergence des valeurs. D'autre part, on peut construire deux jeux
pour lesquels les systèmes d'inéquations sont les mêmes bien que les limites des valeurs
soient di�érentes : il n'y a donc aucun espoir de pouvoir trouver la valeur asymptotique de
tout jeu répété avec la donnée de ce seul système. Cependant, dans ces di�érents exemples,
l'approche en termes d'opérateurs s'applique aux jeux joués par blocs de plusieurs étapes.
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1.2.4 Itérés d'opérateurs MHa

Ce chapitre est composé de l'article [69]. L'idée de départ provient de la constatation
que les problèmes évoqués dans les exemples précédents disparaissent lorsqu'on s'intéresse
aux itérés Ψm de Ψ (ce qui correspond à regarder le jeu joué par blocs de m étapes).

On commence par montrer comment certaines caractéristiques d'un jeu répété se tra-
duisent par des propriétés analytiques de l'opérateur de Shapley. Le fait que le paiement
d'un jeu soit borné implique ainsi une propriété de Lipschitz sur l'opérateur, tandis que
le contrôle des transitions par le joueur 1 provoque une inégalité de convexité.

En appliquant l'approche en terme d'opérateurs aux itérés, et en utilisant ces propriétés
analytiques, on démontre alors que dans les jeux où un joueur contrôle les transitions et où
le paiement est borné, les familles {vn} et {vλ} ont au plus un point d'accumulation. En
rajoutant des hypothèses topologiques on établit la convergence vers une limite commune.

En�n dans le cas des jeux où les deux joueurs contrôlent les transitions, on donne
une condition su�sante sur les opérateurs dérivés des itérés Ψm pour que les valeurs
convergent.

1.2.5 Lien discret/continu

Ce chapitre est composé de l'article [68]. On interprète les équations caractérisant les
valeurs vn et vλ comme des versions en temps discret des équations d'évolution

U ′(t) = Ψ(U(t))− U(t) (1.2.3)

u′(t) = Φ(λ(t), u(t))− u(t) (1.2.4)

et on établit des équivalences asymptotiques entre les trajectoires en temps discret et
en temps continu. Une di�culté provient du fait que dans le cadre des jeux répétés, les
opérateurs de Shapley sont contractants pour la norme uniforme, alors qu'en général les
équations (1.2.3) et (1.2.4) sont étudiées dans des espaces de Hilbert.

Dans une première partie on s'intéresse à l'équation (1.2.3). On sait [36] que la solution
de celle-ci est asymptotiquement proche de nvn ; on montre que l'on a également des
équivalences asymptotiques avec des schémas d'Euler explicites, ce qui donne des résultats
sur le comportement asymptotique de jeux avec durée incertaine.

Dans une seconde partie, on étudie l'équation (1.2.4). On établit plusieurs résultats
asymptotiques selon la nature de la paramétrisation λ :

a) Si λ ≡ λ, alors u(t) → vλ.

b) Si λ(t) ∼ 1
t
, alors u(t) a le même comportement asymptotique que la suite vn.

c) Si λ′

λ2 = o(1), alors u(t) a le même comportement asymptotique que la famille vλ.
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Chapitre 2

Modèle des jeux répétés

2.1 Jeux stochastiques �nis

2.1.1 Jeux �niment répétés et jeux escomptés

Un jeu stochastique Γ est un jeu répété en temps discret où les actions de chaque
joueur à chaque étape déterminent à la fois le paiement de cette étape et la loi de l'état
à l'étape suivante. Le modèle le plus simple (d'un tel jeu) est celui d'un jeu stochastique
�ni à observation complète et signaux standards, dé�ni par les données suivantes :

� Un ensemble �ni d'états Ω.
� Un ensemble �ni S (resp. T ) d'actions du joueur 1 (resp. du joueur 2).
� Une fonction de paiement (que le premier joueur maximise et le second minimise)
g : S × T × Ω → R.

� Une probabilité de transition ρ : S × T × Ω → ∆(Ω), où pour un ensemble �ni A,
∆(A) dénote l'ensemble des probabilités sur A.

Le jeu se déroule comme suit : l'état initial ω1 est connu des deux joueurs. A chaque
étape i, selon l'histoire passée hi = (ω1, a1, b1, · · · , ωi−1, ai−1, bi−1, ωi) le joueur 1 (resp. 2)
choisit une probabilité xi dans ∆(S) (resp. yi dans ∆(T )) qui est la loi de son ai (resp.
bi). L'action ai du joueur 1 (resp. bi du joueur 2) est tirée selon son action mixte xi (resp.
yi) et révélée aux deux joueurs. Les réalisations ai, bi sont observées par les deux joueurs.
Cette donnée détermine le paiement à l'étape i : gi = g(ai, bi, ωi). Un nouvel état ωi+1 est
ensuite tiré selon la loi ρ(ai, bi, ωi) et est observé par les deux joueurs.

NotonsHn = (Ω×S×T )n−1×Ω l'ensemble des histoires de longueur n,H =
⋃

n∈N∗Hn

l'ensemble des histoires de longueur �nie et H∞ = (Ω× S × T )N∗ l'ensemble des histoires
de longueur in�nie (aussi appelé ensemble des parties). Chaque partie dé�nit un �ux de
paiements (g1, · · · , gn, · · · ) que l'on peut évaluer de plusieurs façons.

Pour cela on dé�nit d'abord la notion de stratégie : une stratégie σ (resp. τ) du joueur
1 (resp. du joueur 2) est une application de H dans ∆(S) (resp. dans ∆(T )). On note S
(resp T ) l'ensemble des stratégies du joueur 1 (resp. du joueur 2). Un état initial ω1 et
un couple (σ, τ) ∈ (S, T ) de stratégies dé�nissent une unique mesure de probabilité Pσ,τ

sur H∞ (muni de la tribu produit). On note Eσ,τ,ω1 l'espérance associée.
Soit n ∈ N∗ ; dans le jeu répété en n étapes et avec état initial ω1, noté Γn(ω1), le

paiement associé au couple de stratégies (σ, τ) est donné par l'espérance de la moyenne
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arithmétique des paiements des n premières étapes :

γn(σ, τ, ω1) = Eσ,τ,ω1

[
1

n

n∑
i=1

g(ωi, ai, bi)

]
Le jeu Γn(ω1) est équivalent à un jeu �ni puisque les actions jouées après la date n

n'ont pas d'in�uence sur γn. Il a donc une valeur, qui est fonction de l'état initial et qu'on
note vn(ω1). On appelle valeur de Γn le vecteur vn = (vn(ω))ω∈Ω.

Soit λ ∈]0, 1]. Dans le jeu λ-escompté avec état initial ω1, noté Γλ(ω1), le paiement
associé au couple de stratégies (σ, τ) est donné par l'espérance de la moyenne d'Abel des
paiements :

γλ(σ, τ, ω1) = Eσ,τ,ω1

[
λ

+∞∑
i=1

(1− λ)i−1g(ωi, ai, bi)

]
Le théorème de Sion [56] entraîne que le jeu Γλ(ω1) a une valeur pour tout ω1 ∈ Ω que

l'on note vλ(ω1). Comme ci-dessus on note vλ le vecteur (vλ(ω))ω∈Ω.

2.1.2 Opérateur de Shapley et structure récursive

À toute fonction réelle f dé�nie sur Ω (f ∈ F = RΩ) et à tout état ω ∈ Ω on associe
le jeu auxiliaire en un coup Γ(f)(ω) dé�ni par les espaces d'actions S et T et la fonction
de paiement

(s, t) → g(s, t, ω) +
∑
ω′∈Ω

ρ(ω′|s, t, ω)f(ω′).

D'après le théorème du minimax [39] ce jeu a une valeur, notée Ψ(f)(ω). Cela permet de
dé�nir l'opérateur de Shapley Ψ du jeu stochastique Γ :

Dé�nition 2.1.1 L'opérateur de Shapley Ψ : F → F est dé�ni par

Ψ(f)(ω) = max
x∈∆(S)

min
y∈∆(T )

[
g(x, y, ω) +

∑
ω′∈Ω

ρ(ω′|x, y, ω)f(ω′)

]
(2.1.1)

= min
y∈∆(T )

max
x∈∆(S)

[
g(x, y, ω) +

∑
ω′∈Ω

ρ(ω′|x, y, ω)f(ω′)

]
(2.1.2)

pour chaque ω ∈ Ω.

De la même manière, à tout λ ∈]0, 1], à toute fonction f ∈ F et à tout état ω ∈ Ω on
associe le jeu auxiliaire en un coup Γ(λ, f)(ω) de paiement

(s, t) → λg(s, t, ω) + (1− λ)
∑
ω′∈Ω

ρ(ω′|s, t, ω)f(ω′).

Ce jeu a une valeur, notée Φ(λ, f)(ω) ce qui permet de dé�nir une nouvelle famille
d'opérateurs :
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Dé�nition 2.1.2 Pour λ ∈]0, 1], Φ(λ, ·) : F → F est dé�ni par

Φ(λ, f)(ω) = max
x∈∆(S)

min
y∈∆(T )

[
λg(x, y, ω) + (1− λ)

∑
ω′∈Ω

ρ(ω′|x, y, ω)f(ω′)

]
(2.1.3)

= min
y∈∆(T )

max
x∈∆(S)

[
λg(x, y, ω) + (1− λ)

∑
ω′∈Ω

ρ(ω′|x, y, ω)f(ω′)

]
(2.1.4)

pour chaque ω ∈ Ω.

On remarque la relation

Φ(λ, f) = λΨ

(
1− λ

λ
f

)
. (2.1.5)

L'un des principaux objets de ce travail est d'étudier diverses propriétés des opérateurs
de Shapley ainsi que de leurs itérés pour en déduire des résultats sur le comportement
asymptotique des valeurs vn et vλ. On donne ici quelques premières propriétés véri�ées
par ces opérateurs.

Pour simpli�er les notations, on note + l'addition sur Rn, ≤ l'ordre partiel naturel sur
Rn et on identi�e R aux vecteurs constants de Rn.

Il est immédiat de véri�er les énoncés suivants.

Lemme 2.1.3 Ψ véri�e les propriétés suivantes de monotonie et d'homogénéité additive :

(M) f1 ≤ f2 =⇒ Ψ(f1) ≤ Ψ(f2).

(Ha) Si c ∈ R, Ψ(f + c) = Ψ(f) + c.

Corollaire 2.1.4 L'opérateur Ψ est contractant (1-Lipschitzien), et l'opérateur Φ(λ, ·)
est 1− λ contractant.

Le résultat suivant, dû à [55], est fondamental : la suite vn (resp. la famille vλ) véri�e
une formule récursive (resp. de point �xe) faisant intervenir l'opérateur de Shapley Ψ.

Proposition 2.1.5 Les valeurs vn ∈ F satisfont la relation de récurrence

vn = Φ

(
1

n
, vn−1

)
=

Ψn(0)

n
(2.1.6)

et les valeurs vλ véri�ent la condition de point �xe

vλ = Φ (λ, vλ) . (2.1.7)

Démonstration. On reprend ici la démonstration de [34]. Soit n ∈ N∗ et ω ∈ Ω. En
jouant à la première étape une action optimale dans le jeu en un coup Γ

(
1
n
, f
)
(ω), puis en

jouant de manière optimale dans le jeu Γn−1(ω2) le joueur 1 assure un paiement supérieur
à Φ

(
1
n
, vn−1

)
(ω) dans Γn(ω). Un argument symétrique implique la formule (2.1.6).

Soient maintenant λ ∈]0, 1] et wλ un point �xe deΦ(λ, ·) (qui existe et est même unique
puisque Φ(λ, ·) est strictement contractante). Pour tout ω ∈ Ω on note xλ(ω) une action
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optimale dans Γ(λ,wλ). On montre qu'en jouant la stratégie stationnaire σλ(hi) = xλ(ωi)
le joueur 1 assure un paiement supérieur à Φ (λ, vλ) (ω) dans le jeu Γλ(ω).

En e�et, pour tout n et toute stratégie τ du joueur 2 on a par dé�nition de σλ

Eσλ,τ {λgn + (1− λ)wλ(ωn+1)|Hn} ≥ wλ(ωn).

En multipliant par (1− λ)n−1, en prenant l'espérance et en sommant sur N∗ on obtient

γλ(σλ, τ, ω1) ≥ wλ(ω1).

En utilisant un argument symétrique on montre que wλ(ω1) est la valeur de Γλ(ω1), ce
qui établit la formule (2.1.7).

Remarque 2.1.6 La démonstration de la proposition 2.1.5 a établi l'existence de straté-
gies optimales stationnaires dans Γλ. En raisonnant par récurrence on montre de même
qu'il existe des stratégies markoviennes optimales dans Γn. En conséquence, si l'on sup-
pose que les joueurs n'observent pas les coups passés de leur adversaire mais observent
tout de même l'état courant, les valeurs des jeux escomptés ou �niment répétés ne varient
pas par rapport au modèle exposé dans cette section.

Remarque 2.1.7 L'opérateur Φ(λ, ·) étant strictement contractant de F dans lui même,
la relation (2.1.7) caractérise vλ. De plus, toute suite wn ∈ X satisfaisant

wn = Φ(λ,wn−1) (2.1.8)

converge vers vλ quand n tend vers +∞.

Remarque 2.1.8 On peut également dé�nir l'opérateur Φ(0, ·) de manière analogue à la
dé�nition 2.1.2 :

Φ(0, f)(ω) = max
x∈∆(S)

min
y∈∆(T )

[∑
ω′∈Ω

ρ(ω′|x, y, ω)f(ω′)

]
(2.1.9)

= min
y∈∆(T )

max
x∈∆(S)

[∑
ω′∈Ω

ρ(ω′|x, y, ω)f(ω′)

]
. (2.1.10)

Cet opérateur de récession (voir section 4.2.4) est 1-Lipschitzien mais pas strictement
contractant.

2.1.3 Autres évaluations du �ux de paiements

Une généralisation naturelle de la dé�nition des valeurs vn et vλ est la suivante [59,60].
À toute probabilité µ sur les entiers strictement positifs et à tout état initial ω1, on associe
le jeu Γµ(ω1) de paiement

γµ(σ, τ, ω1) = Eσ,τ,ω1

[
+∞∑
i=1

µ(i)g(ωi, ai, bi)

]
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Ce jeu admet alors une valeur généralisée vµ, et lorsque µ est à support �ni on montre de
la même manière que la formule (2.1.6) que l'on a une relation de récurrence

vµ = Φ(µ(1), vµ′)

où µ′(i) :=
µ(i+ 1)

1− µ(1)
.

Ceci conduit à s'intéresser également à une généralisation de la formule (2.1.6) : une
suite wn de RΩ est dite admissible [64] si elle véri�e la relation de récurrence

wn = Φ(λn, wn−1) (2.1.11)

pour une suite λn de réels tendant vers 0 et telle que
∑
N∗ λn = +∞.

En�n une idée fortement reliée à ces concepts de valeur généralisée et de suite ad-
missible est celle de jeux à durée incertaine [40, 42] dans lesquels une horloge aléatoire
publique donne la probabilité que le jeu s'arrête après chaque étape.

Remarque 2.1.9 Le jeu λ-escompté Γλ peut s'interpréter comme un jeu à durée incer-
taine. Considérons en e�et le jeu dans lequel après chaque étape la partie s'arrête avec
probabilité 1 − λ et où le paiement est la somme des paiements d'étapes avant l'arrêt du
jeu ; la valeur ce jeu est vλ

λ
.

2.1.4 Jeu in�niment répété et valeur uniforme

Par souci d'exhaustivité on décrit ici le cas du jeu en horizon in�ni non escompté
Γ∞(ω1), même si le sujet principal de ce manuscrit est l'étude asymptotique de vn et vλ

(voir chapitre 3 et suivants).
L'approche d'origine [18] consiste à considérer le jeu de paiement limn→+∞ γn(σ, τ, ω1).

Cette limite existe si on se restreint à des stratégies stationnaires mais ce n'est pas for-
cément le cas pour des stratégies générales. Pour pallier à cela, on suit l'approche uni-
forme [34] : on ne dé�nit pas un paiement pour le jeu in�ni, mais la valeur est dé�nie à
partir de propriétés uniformes des stratégies.

Dé�nition 2.1.10 Le joueur 1 garantit v(ω) dans le jeu Γ∞(ω) si

∀ε > 0,∃σ ∈ S,∃N ∈ N∗,∀τ ∈ T ,∀n ≥ N, γn(σ, τ, ω) ≥ v(ω)− ε.

Le joueur 2 garantit v(ω) dans le jeu Γ∞(ω) si

∀ε > 0,∃τ ∈ T ,∃N ∈ N∗,∀σ ∈ S,∀n ≥ N, γn(σ, τ, ω) ≤ v(ω) + ε.

Le jeu Γ∞(ω) a une valeur v∞(ω1) si chaque joueur peut garantir v∞(ω).

D'après la dé�nition 2.1.10, si la valeur uniforme v∞(ω) existe alors vn(ω) converge vers
v∞(ω) quand n tend vers +∞. En utilisant le fait que tout paiement escompté γλ(σ, τ, ω)
peut s'écrire comme combinaison convexe de {γn(σ, τ, ω)} on montre [34] que l'existence
de v∞(ω) entraîne également la convergence de vλ(ω) lorsque λ tend vers 0.

Il existe par contre des exemples où la réciproque n'est pas véri�ée [27, 30], nous y
reviendrons plus en détail dans le chapitre 2.
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2.2 Structure récursive des jeux répétés

2.2.1 Opérateur de Shapley d'un jeu répété

De nombreux jeux répétés possèdent une structure récursive similaire à celle des jeux
stochastiques �nis : il existe un ensemble Ω (ensemble d'états), un cône convexe fermé
de fonctions réelles sur Ω F ⊂ F0 = {f : Ω → R, ‖f‖∞ < ∞} contenant les fonctions
constantes, deux ensemblesX et Y , et deux fonctions g : X×Y×Ω → R et ρ : X×Y×Ω →
∆f (Ω) tels que les opérateurs

Ψ(f)(ω) := sup
x∈X

inf
y∈Y

[
g(x, y, ω) + Eρ(x,y,ω)f

]
(2.2.1)

= inf
y∈Y

sup
x∈X

[
g(x, y, ω) + Eρ(x,y,ω)f

]
(2.2.2)

Φ(λ, f)(ω) := sup
x∈X

inf
y∈Y

[
λg(x, y, ω) + (1− λ)Eρ(x,y,ω)f

]
(2.2.3)

= inf
y∈Y

sup
x∈X

[
λg(x, y, ω) + (1− λ)Eρ(x,y,ω)f

]
(2.2.4)

soient bien dé�nis de F dans lui même, et tels que les valeurs des jeux �niment répétés
ou escomptés véri�ent respectivement

vn = Φ

(
1

n
, vn−1

)
=

Ψn(0)

n
(2.2.5)

vλ = Φ (λ, vλ) . (2.2.6)

Comme dans la section 2.1 on véri�e que Ψ véri�e alors les relations de monotonie et
d'homogénéité additive

(M) f1 ≤ f2 =⇒ Ψ(f1) ≤ Ψ(f2).

(Ha) Si c ∈ R, Ψ(f + c) = Ψ(f) + c.

où ≤ est l'ordre partiel canonique sur F0. On a également toujours la relation

Φ(λ, f) = λΨ

(
1− λ

λ
f

)
. (2.2.7)

On donne ci-dessous plusieurs exemples de classes de jeux pour lesquelles ces propriétés
sont véri�ées.

2.2.2 Jeux stochastiques : cadre compact/continu

Γ est un jeu stochastique avec un ensemble métrique d'états Ω, des ensembles d'ac-
tions compacts métriques S et T pour le premier et deuxième joueur respectivement, un
paiement borné g de S × T × Ω dans R, et une transition ρ de S × T × Ω dans ∆(Ω).
On suppose que la fonction g est bornée et continue sur S × T × Ω, et que la fonction
Eρ(a,b,ω)f est continue sur S × T ×Ω pour tout f ∈ F l'ensemble des fonctions continues
et bornées sur Ω.

Alors la section 2.2.1 s'applique [34, 59] en prenant X = ∆(S) et Y = ∆(T ) et en
prenant les extensions bilinéaires de g et ρ sur ces ensembles.
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2.2.3 Jeux stochastiques : cadre mesurable

On donne ici un cadre relativement simple, voir [43] pour un modèle plus général.
Γ est un jeu stochastique avec un espace d'états (Ω,A ) mesurable standard, des

ensembles d'actions compacts S et T pour le premier et deuxième joueur respectivement,
un paiement mesurable g de S×T ×Ω dans R, et une transition mesurable ρ de S×T ×Ω
dans ∆(Ω). On suppose que pour tout ω ∈ Ω et A ∈ A , les fonctions g(·, ω) et ρ(A|·, ω)
sont séparément continues sur S × T .

Alors la section2.2.1 s'applique [34] avec X = ∆(S), Y = ∆(T ), et en prenant les
extensions bilinéaires de g et ρ sur ces ensembles. Dans ce cas F est l'ensemble des
fonctions mesurables et bornées sur Ω.

2.2.4 Jeux à information incomplète et signaux standards

Ici on quitte le cadre des jeux stochastiques et l'on considère une situation où les
joueurs ne connaissent pas l'état. On suit le modèle de [3] : on se donne un ensemble �ni
Ω0 = K × L d'états, des ensembles �nis S et T d'actions, et une fonction de paiement
g0 : S× T ×K ×L dans R. L'état (k, l) est tiré suivant une loi de probabilité jointe p⊗ q
sur K × L connue des 2 joueurs, le joueur 1 est informé uniquement de k et le joueur
2 uniquement de l. Les joueurs jouent alors indé�niment le jeu de paiement g0(·, ·, k, l)
en n'observant à la �n de chaque étape que les actions de l'autre joueur et non pas le
paiement réalisé.

On montre alors [53] que l'opérateur de Shapley est bien dé�ni, en prenant Ω =
∆(K)×∆(L), X = ∆(S)K , Y = ∆(T )L, et

g(x, y, p, q) =
∑
a,b,k,l

pkqlxk
ay

l
b g0(a, b, k, l)

ρ(x, y, p, q) =
∑
a,b,k,l

pkqlxk
ay

l
b δ(p(a),q(b))

où on a noté p(a) la probabilité conditionnelle induite par x sur K sachant a :

p(a)k =
pkxk

a∑
k′ p

k′xk′
a

et de même

q(b)l =
qlyl

b∑
l′ q

l′yl′
b

.

Dans ce cas on peut prendre F égal à l'ensemble des fonctions séparément continues
et concaves/convexes de ∆(K)×∆(L) dans R.

Il est important de remarquer que bien que ceci implique que le jeu à information
incomplète initial soit équivalent au jeu stochastique Γ(Ω, X, Y, g, ρ) en termes de valeurs
et de meilleures réponses, dans le jeu initial lorsque le joueur 1 observe b il ne peut pas
calculer la croyance a posteriori q(b). Cette construction repose sur le fait que les valeurs
ne changent pas si les croyances sont révélées à chaque étape, mais ne donne aucune
information sur les stratégies optimales de chaque joueur dans le jeu initial à information
incomplète.
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2.2.5 Jeux stochastiques à information incomplète d'un côté

Il est naturel de considérer des jeux dans lesquels il y a à la fois une dynamique sur l'état
et un manque d'information sur celui-ci. On reprend ici le modèle des jeux stochastiques
à information incomplète d'un coté décrit dans [62] : on se donne un ensemble �ni K
d'états, des ensembles �nis S et T d'actions, une fonction de paiement g0 : S × T × K
dans R, une fonction de transition ρ0 : S × T ×K dans ∆(K), et une probabilité initiale
p ∈ ∆(K).

L'état initial k1 est tiré selon p, et le joueur 1 en est informé. À chaque étape i,
les joueurs choisissent simultanément une stratégie xi dans ∆(S) (resp. yi dans ∆(T )).
L'action ai du joueur 1 (resp. bi du joueur 2) est tirée selon son action mixte xi (resp.
yi) et révélée aux deux joueurs. Cela donne le paiement à l'étape i gi = g0(ai, bi, ωi), qui
n'est pas observé. Un nouvel état ki+1 est ensuite tiré selon ρ0(ai, bi, ki) et n'est observé
que par le premier joueur.

On montre alors que l'opérateur de Shapley est bien dé�ni, en prenant Ω = ∆(K),
X = ∆(S)K , Y = ∆(T ), et

g(x, y, p) =
∑
a,b,k

pkxk
ayb g0(a, b, k)

ρ(x, y, p) =
∑
a,b,k

pkxk
ayb δ(p(a,b))

où on a noté p(a, b) la probabilité conditionnelle induite par x sur K sachant a et b :

p(a, b)k =

∑
k′ p

k′xk′
a ρ0(k|a, b, k′)∑
k′ p

k′xk′
a

.

Dans ce cas on peut prendre F égal à l'ensemble des fonctions continues et concaves de
∆(K) dans R.

2.3 Espace Universel des croyances et structure récur-
sive générale

On a vu dans la section précédente plusieurs exemples de jeux répétés admettant une
structure récursive. Le but de cette section est de montrer que ceci se généralise dans un
cadre encore plus vaste. L'ensemble de cette section suit une présentation faite dans [65]
des résultats de [29,31,34].

2.3.1 Modèle général des jeux répétés.

On généralise le modèle des sections 2.1, 2.2.4 et 2.2.5 : soient un espace d'états K, des
espaces de signaux A et B pour les joueurs 1 et 2 respectivement, des espaces d'actions S
et T pour chaque joueur, une fonction de paiement g0 dé�nie sur K × S × T et à valeurs
dans R, et une dynamique ρ0 de K ×S×T dans ∆(K ×A×B). Tous les ensembles sont
supposés �nis.
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Le jeu se déroule de la manière suivante : le triplet (k1, a1, b1) est tiré selon une pro-
babilité initiale P ∈ ∆(K × A × B) ; a1 est annoncé au joueur 1 et b1 au joueur 2. A
chaque étape i, le joueur 1 (resp. le joueur 2) choisit une action mixte xi ∈ ∆(S) (resp.
ti ∈ ∆(T )) selon son information privée (a1, ·, ai) (resp. (b1, ·, bi)). Des actions si et ti sont
tirées selon xi et yi respectivement, ce qui donne un paiement à l'étape i gi = g0(ki, si, ti)
qui n'est pas observé. Un triplet (ki+1, ai+1, bi+1) est tiré selon la distribution ρ0(ki, si, ti) ;
ai+1 est annoncé au joueur 1 et bi+1 au joueur 2. On suppose que le signal reçu par chaque
joueur contient son action. Les histoires sont privées et décrites à l'étape n par un point
dans An pour le joueur 1 et dans Bn pour le joueur 2.

Les signal que reçoit le joueur 1 à l'étape i peut lui donner des informations sur le
passé de l'état, sur l'état courant, ou sur les coups passés du joueur 2.

2.3.2 Espace universel des croyances et structures d'informations

Il existe plusieurs niveaux de croyance : à chaque étape, le joueur 1 à une croyance sur
l'état de la nature, mais aussi une croyance sur sur les croyances du joueur 2 sur l'état de
la nature, et ainsi de suite ; il y a donc une hiérarchie in�nie des croyances pour chaque
joueur. Pour résumer ce que les joueurs savent à l'étape i on va utiliser le concept de
types :

Proposition 2.3.1 Il existe des ensemble de types du joueur 1 et 2, notés Θ1 et Θ2, tels
que pour tout i Θi soit homéomorphe à ∆(S ×Θ3−i).

Le type de chaque joueur est donc une croyance sur l'état de la nature et sur le type de
l'autre joueur.

Dé�nition 2.3.2 Posons Ω = K×Θ1(S)×Θ2(S) ; Ω est l' espace universel des croyances
construit sur K.

À l'état du monde ω = (k, θ1, θ2) ∈ Ω sont associés l'état de la nature p(ω) = k et les
deux types pi(ω) = θi.

Il est utile d'introduire l'extension canonique : θi → θ
i
= θi ⊗ δθi ∈ ∆(Ω), ainsi que

pi(ω) := θ
i
.

Dé�nition 2.3.3 Une distribution de probabilités Q ∈ ∆(Ω) est consistante si pour tout
B ⊂ Ω mesurable,

Q(B) =

∫
Ω

pi(ω)(B)Q(dω), i = 1, 2.

Une interprétation est qu'en moyenne, l'idée que se fait chaque joueur sur le monde est
la bonne.

Proposition 2.3.4 Si Q est une distribution de probabilité consistante sur Ω, alors, pour
B ⊂ Ω :

pi(ω)(B) = Q(B|T i)(ω)

où T i est la σ-algèbre de Ω engendrée par θi.
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On note Q l'ensemble des distributions de probabilités consistantes et on montre que Q
est un ensemble fermé et convexe, et que les probabilités à support �ni sont denses dans
Q.

Dé�nition 2.3.5 Structure d'information Une structure d'information sur un espace
d'états K est la donnée d'un espace de probabilités (E, E , ρ), de sous-tribus E1 et E2, et
d' une application mesurable ψ : (E, E , ρ) → K.

E i décrit l'information du joueur i : elle peut par exemple être générée par une appli-
cation (signal de i) αi de (E, E , ρ) dans un espace de signaux Ai.

Le théorème suivant établit que toute structure d'information génère une représenta-
tion canonique qui est une distribution de probabilités consistante sur Ω.

Proposition 2.3.6 Il existe φ : E → Ω, telle que :

a) Pour tout C ⊂ K,

(p ◦ φ)−1(C) = ψ−1(C) ρ-presque partout.

b) ρ ◦ φ−1 ∈ Q.
c) Pour tout B ⊂ Ω mesurable et i = 1 ou 2

pi(φ(e))(B) = ρ(φ−1(B)|E i)(e) ρ-presque partout.

On notera Q[ρ] la probabilité associée à ρ par le précédent théorème.

Remarque 2.3.7 Les résultats de cette sous-section s'étendent au cas de n joueurs.

2.3.3 Jeu en un coup à information incomplète

Soit J une structure d'information. On considère un jeu à deux joueurs, avec S et T
comme espace d'actions et g0 : K × I × J → R pour fonction de paiement. Une stratégie
du joueur 1 est dé�nie par σ : E → ∆(S) E1 mesurable, et de même pour une stratégie τ
du joueur 2. Le paiement induit par les stratégies σ et τ est :

g(ρ, σ, τ) =

∫
E

g0(ψ(e), σ(e), τ(e))ρ(de).

Exemple 2.3.8 Modèle d'Harsanyi

Soit (E, E i, ρ) = (Ω, pi, Q) avec Q une distribution de probabilités consistante. On a
alors :

g(Q, σ, τ) =

∫
Ω

g0(p(ω), σ(ω), τ(ω))Q(dω). (2.3.1)

Comme σ(ω) et τ(ω) ne dépendent respectivement que de θ1(ω) et θ2(ω), on peut
écrire :

g(Q, σ, τ) =

∫
Ω

g0(k, σ(θ1), τ(θ2))dQ(k × θ1 × θ2)
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Dans le cas où l'on suppose S et T compacts et g continue sur K × S × T , on note
[g,Q] le jeu avec la structure d'information canonique J = (Ω, pi, Q).

Proposition 2.3.9

a) Pour tout Q ∈ Q, le jeu [g,Q] a une valeur vg(Q) et les deux joueurs ont, pour tout
ε > 0, des stratégies ε-optimales à support �ni.

b) vg(Q) est a�ne et continue en Q sur Q.

Proposition 2.3.10 Soit J une structure d'information et g un paiement. On suppose
que le jeu en un coup à information incomplète associé a une valeur v(J , g). Alors

v(J , g) = vg(Q[ρ])

2.3.4 Application aux jeux répétés : formule récursive générale

On applique les résultats des sections 2.3.2 et 2.3.3 au modèle général décrit dans la
section 2.3.1. On dé�nit J de la manière suivante à l'étape n : E est l'ensemble des parties
de longueur n de la forme (k1, a1, b1, s1, t1, · · · , kn+1, an+1, bn+1) et E1 = (a1, a2, . . . , an+1)
(resp. E2 = (b1, b2, . . . , bn+1)) représente l'information connue du joueur 1 (resp. du joueur
2). On considère ρ générée par la loterie initiale P, la dynamique ρ0, et les stratégies des
deux joueurs restreintes aux n premières étapes.

On étudie alors le jeu en un coup donnant le paiement à l'étape n + 1 en fonction
de l'information passée, en résumant la structure d'information J par Pn ∈ Q l'état du
monde à l'étape n. À partir de Pn, σ(e) et τ(e) sont les actions mixtes jouées dans l'état du
monde e, elles déterminent les lois de si+1 et ti+1. Avec ki+1 on obtient alors la loi du triplet
kn+2, an+2, bn+2 ce qui donne une nouvelle distribution consistante Pn+1 = H(Pn, σ, τ). On
montre alors, via le théorème du minimax, que la valeur du jeu ne change pas si chaque
joueur est informé de la stratégie de son adversaire, ce qui entraîne la formule récursive
générale valable pour tout P ∈ Q :

vλ(P) = sup
σ

inf
τ
{λg(P, σ, τ) + (1− λ)vλ(H(P, σ, τ))}

= inf
τ

sup
σ
{λg(P, σ, τ) + (1− λ)vλ(H(P, σ, τ))}

vn(P) = sup
σ

inf
τ

{
1

n
g(P, σ, τ) +

n− 1

n
vn−1(H(P, σ, τ))

}
= inf

τ
sup

σ

{
1

n
g(P, σ, τ) +

n− 1

n
vn−1(H(P, σ, τ))

}
où g est la fonction dé�nie par la formule (2.3.1)

Remarque 2.3.11 Dans le cas d'un jeu stochastique �ni, Pn se réduit à une probabilité
sur l'état courant et on retrouve donc la proposition 2.1.5. Dans le cas d'un jeu à in-
formation incomplète où l'ensemble des états de la nature est K × L, l'état ne varie pas
au cours du jeu et les actions sont observées donc Pn se réduit aux croyances de chaque
joueur sur l'état de la nature (p, q) ∈ ∆(K) ×∆(L) et on retrouve alors les formules de
la section 2.2.4.
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Remarque 2.3.12 On peut étendre ce modèle au cas d'une durée incertaine [42] : on
considère un jeu répété avec une horloge aléatoire publique qui donne la probabilité que le
jeu s'arrête à chaque étape. La durée du jeu est donc une variable aléatoire entière dé�nie
sur un arbre indépendant du déroulement du jeu. Alors une formule récursive similaire
est véri�ée.
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Chapitre 3

Étude asymptotique

La question que l'on se pose est celle de l'étude des valeurs d'un jeu répété lorsque la
durée du jeu tend vers +∞ (et que le poids relatif de chaque étape tend donc vers 0).
On étudie ainsi les valeurs vn lorsque le nombre d'étape n tend vers +∞, et les valeurs
vλ lorsque le taux d'escompte λ tend vers 0 (c'est à dire quand l'espérance de la durée
aléatoire du jeu tend vers +∞, voir remarque 2.1.9). Les trois questions principales sont
celles :

� de l'existence des limites,
� de leur égalité,
� et de leur identi�cation.
Cette étude asymptotique est aussi appelée "compact case" [59] : l'idée est de voir Γn

(resp Γλ) comme un jeu en temps continu sur l'intervalle [0,1] où le paiement est
∫ 1

0
gt dt

et où les joueurs sont contraints de jouer des actions constantes sur chaque intervalle

[ k
n
, k+1

n
] (resp. sur chaque intervalle

[
λ
∑k

i=1(1− λ)k−1, λ
∑k+1

i=1 (1− λ)i−1
]
). Les tailles de

ces intervalles tendent vers 0 quand n tend vers +∞ et λ vers 0, on peut donc s'attendre
à ce que vn et vλ tendent vers la valeur d'un jeu limite joué en temps continu sur [0, 1].

•
1

•
0

• • • •
1
n

1
n

. . . 1
n

1
n

Fig. 3.1 � Jeu Γn

•
1

•
0 λ

•
λ(1− λ)

• . . . • • • ••

Fig. 3.2 � Jeu Γλ

Cela a été fait explicitement dans le cas du Big Match (section 5.3.2 de [59]) ; il est
intéressant de remarquer que dans ce cas, les discrétisations des stratégies optimales dans
le jeu en temps continu conduisent à des stratégies ε-optimales dans les jeux en temps
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discret. Une telle approche a également été conduite dans le cas du Big Match avec
information incomplète [57,62].

Dans d'autre cas on peut montrer la convergence des valeurs en passant par un jeu
di�érentiel auxiliaire. Par exemple dans [67] on considère un jeu répété avec paiement
vectoriel où le but du joueur 1 est que le paiement moyen gn = 1

n

∑n
i=1 gk soit proche

d'un ensemble K tandis que le joueur 2 veut le contraire (ce jeu a été introduit, et résolu
dans le cas d'un ensemble convexe, dans [7]). En considérant un jeu di�érentiel limite
et en utilisant un argument d'unicité des solutions de viscosité on montre alors que tout
ensemble est soit faiblement approchable (pour n grand le joueur 1 peut assurer que gn

soit proche de K avec grande probabilité) soit faiblement repoussable (pour n grand le
joueur 2 peut assurer que gn soit loin de K avec grande probabilité).

Un dernier exemple provient du cadre des jeux répétés avec information incomplète
d'un côté et de l'étude de leurs duaux dé�nis dans [13]. En considérant un jeu di�érentiel
sur [0, 1] dont les valeurs des discrétisations uniformes en temps sont exactement les valeurs
du dual du jeu en n étapes, on trouve [26] une nouvelle démonstration de la convergence
des valeurs primales, de la vitesse de convergence et de la caractérisation de la limite.

Remarque 3.0.13 On peut généraliser l'étude asymptotique au cadre plus général de la
section 2.1.3. On peut par exemple considérer le comportement des valeurs vµ lorsque
µ(i) est petit pour tout i (en se restreignant en général au probabilités µ décroissantes sur
N∗) : voir par exemple [59] pour le cas des jeux à 0 ou 1 joueur. Il existe également des
résultats sur le comportement asymptotique des suites admissibles [64] et des jeux avec
durée incertaine [40,42].

•
1

•
0 µ(1)

•
µ(2)

• . . . • •
µ(i)

•

Fig. 3.3 � Jeu Γµ

Remarque 3.0.14 On étudie principalement la convergence de vn et vλ dans (F0, ‖‖∞),
et quand il n'y a pas plus de précisions les résultats concerneront donc toujours la conver-
gence uniforme. Néanmoins dans certains cas on s'intéressera à la convergence de cer-
taines coordonnées des valeurs (sections 3.2.2 et 4.2.2).

3.1 Résultats positifs

On donne ici des exemples de classes de jeux où vn et vλ convergent et vers la même
limite.

3.1.1 Jeux stochastiques �nis

Dans le cadre de la section 2.1, il est démontré dans [5, 6] le résultat suivant :
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Proposition 3.1.1 Pour tout jeu stochastique �ni, les valeurs vn et vλ convergent, et la
limite est la même.

Idée de la démonstration. On reprend ici la preuve de [34,59]. A λ > 0 �xé, l'équation
de point �xe vλ = Φ(λ, vλ) se ramène à un nombre �ni d'inéquations polynomiales en un
nombre �ni de variables réelles qui sont :

� pour chaque ω ∈ Ω, la valeur vλ(ω).
� Pour chaque couple (a, ω) ∈ S × Ω, la probabilité xλ(ω, a) que le joueur 1 joue
l'action a avec sa stratégie stationnaire optimale dans l'état ω.

� Pour chaque couple (b, ω) ∈ T × Ω, la probabilité yλ(ω, b) que le joueur 2 joue
l'action b avec sa stratégie stationnaire optimale dans l'état ω.

� Le paramêtre λ.
Ceci implique que l'ensemble {λ, vλ, xλ, yλ} est semi-algébrique donc entraîne, d'après le
théorème d'élimination de Tarski-Seidenberg, que pour tout ω la fonction λ→ vλ(ω) est
semi-algébrique et admet par conséquent un développement en série de Puiseux : il existe
λ0 > 0, Z ∈ Z, M ∈ N, et pour chaque i ∈ Z un vecteur ri ∈ RΩ tels que pour tout
ω ∈ Ω et λ ∈]0, λ0] :

vλ(ω) =
∑
i≥Z

ri(ω)λ
i

M . (3.1.1)

De plus, les fonctions λ→ vλ(ω) étant bornées au voisinage de 0, on peut prendre Z = 0.
En faisant tendre λ vers 0 dans l'équation 3.1.1, on en déduit alors que vλ converge vers
r0 lorsque λ tend vers 0.

Par ailleurs, en dérivant l'équation 3.1.1, on montre que vλ est à variation bornée et
donc que la suite vn converge également vers r0 (voir section 4.2.3).

Remarque 3.1.2 Dans ce cadre il y a même existence de la valeur uniforme. Ceci a été
démontré [9] d'abord pour le cas particulier du "Big Match" (introduit dans [18]), puis
dans le cas général [32].

3.1.2 Jeux absorbants

Dé�nition 3.1.3 Dans un jeu stochastique Γ = (Ω, X, Y, g, ρ), un état ω ∈ Ω est dit
absorbant avec paiement de continuation c ∈ R si pour tout (a, b) ∈ S × T ,

g(a, b, ω) = c

ρ(ω|a, b, ω) = 1.

Un jeu est dit absorbant si au plus un des états n'est pas absorbant.

Le théorème suivant est démontré dans [23] :

Proposition 3.1.4 Soit Γ un jeu stochastique �ni et absorbant. Alors vn et vλ convergent
vers la même limite.

Le résultat est toujours vrai si on suppose que les ensembles d'actions sont compacts
et que les fonctions de paiements et de transitions sont continues ; on donnera la démons-
tration de [53] dans la section 4.4.1. Dans ce cas il faut noter qu'on peut même montrer
l'existence d'une valeur uniforme [33].
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3.1.3 Jeux récursifs

Un jeu récursif est un jeu où l'ensemble d'état Ω est la réunion d'un ensemble d'états
absorbants Ω∗ et d'un ensemble �ni Ω0 sur lequel la fonction de paiement g est identique-
ment nulle. Sans perte de généralité on peut supposer que Ω∗ = {ω, ω} et que ω et ω ont
un paiement de continuation de 1 et -1 respectivement.

Soit F = {f : Ω → R} = R|Ω|. L'opérateur de Shapley d'un jeu récursif est donné
par :

Ψ(f)(ω) = f(ω) + 1

Ψ(f)(ω) = f(ω)− 1

tandis que si ω ∈ Ω0,

Ψ(f)(ω) = sup
x∈X

inf
y∈Y

Eρ(x,y,ω)f

= inf
y∈Y

sup
x∈X

Eρ(x,y,ω)f.

Everett considère dans [15] le jeu dont le paiement est la limite du paiement d'étape gn

du jeu répété, et démontre que ce jeu à une valeur dès que l'opérateur de Shapley est bien
dé�ni. Ceci n'entraîne pas automatiquement la convergence de vn et vλ. Cependant, [63]
reprend des arguments de la démonstration de [15] (existence d'un "vecteur critique")
pour démontrer :

Proposition 3.1.5 Soit Γ un jeu récursif avec des ensembles d'actions compacts, et des
fonctions de paiement et de transition continues. Alors vn et vλ convergent, et la limite
est la même.

On donnera une nouvelle démonstration de la Proposition 3.1.5 dans la section 4.4.5,
en utilisant l'approche en termes d'opérateurs et sans reprendre d'arguments de [15].

3.1.4 Jeux à information incomplète et signaux standards

On a également convergence des valeurs dans le cadre de la section 2.2.4 :

Proposition 3.1.6 Pour tout jeu à information incomplète et signaux standards, les va-
leurs vn et vλ convergent, la limite est la même et est l'unique fonction v continue concave
en p et continue convexe en q telle que

v = Cavp[min(Ψ(0), v)] = V exq[max(Ψ(0), v)]

où on note Cavp[f ] la plus petite fonction concave en p supérieure à f , et V exq[f ] la plus
grande fonction convexe en q inférieure à f.

La démonstration est due à [3] dans le cas d'information incomplète d'un seul côté, et a
été généralisée au cas d' information incomplète des deux côtés dans [30]. Il est important
de remarquer que la valeur uniforme existe dans le cas d' information incomplète d'un
seul côté, mais que ce n'est pas vrai dans le cas général d'information incomplète des deux
côtés.
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3.1.5 Jeux stochastiques à information incomplète

On donne ici des résultats concernant certains cas de jeux stochastiques à information
incomplète d'un côté (voir la section 2.2.5 dont on reprend les notations).

Un premier cas naturel est celui dans lequel la dynamique des états suit une chaîne
de Markov, c'est à dire quand la fonction de transition ρ0 ne dépend pas des actions
jouées. Dans ce cas il est démontré dans [47] que le jeu admet une valeur uniforme, d'où
la convergence de vn et vλ vers une même limite.

D'autres cas où vn et vλ convergent vers une limite commune sont divers types de
"Big Match" avec information incomplète [57,58,66], les jeux absorbants avec information
incomplète [51], ainsi que les jeux récursifs avec information incomplète [54].

3.1.6 Cas de la convergence uniforme dans les jeux à un joueur

Dans le cas d'un jeu à un seul joueur, il est démontré dans [27] l'équivalence de la
convergence uniforme de vn et vλ :

Proposition 3.1.7 Soit Γun problème de programmation dynamique : on peut par exemple
se placer dans le cadre des sections 2.2.2 ou 2.2.3 avec l'hypothèse supplémentaire que T
est réduit à un élément. Alors

a) si vn converge uniformément, vλ converge uniformément vers la même limite.

b) si vλ converge uniformément, vn converge uniformément vers la même limite.

Il faut noter que la démonstration ne fait pas appel à des hypothèses topologiques sur
les ensembles d'états ou d'actions. D'autre part, l'hypothèse de convergence uniforme est
cruciale, comme nous le verrons dans la section 3.2.2.

La convergence uniforme de vn et vλ entraîne [38] la convergence uniforme des valeurs
associées a certaines évaluations généralisées . Cependant, ceci n'implique pas nécessaire-
ment l'existence d'une valeur uniforme [28,38].

3.2 Contre-exemples

Il y a peu d'exemples de jeux possédants un opérateur de Shapley tels que vn et vλ

ne convergent pas vers la même valeur. Les deux exemples connus reposent soit sur un
espace d'état non compact, soit sur un paiement non borné :

3.2.1 Exemples où vn et vλ ne convergent pas

L'exemple que nous allons donner provient de deux exemples dans [24] et [20]. Ces
deux exemples sont respectivement basés sur des opérateurs contractants et des fonctions
topicales, nous donnons ici un exemple explicite de jeu tel que ni vn ni vλ ne converge
(voir le chapitre suivant pour le lien entre opérateurs contractants, fonctions topicales et
opérateurs de Shapley).

Soit h une fonction C1 de R dans lui même, telle que 0 ≤ h′(t) ≤ 1 pour tout t et h(t)
t

ne converge pas quand t tend vers +∞.
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On dé�nit le jeu répété Γ comme suit : l'espace d'états est Ω = {ω0, ω1, ω2}, et l'en-
semble d'action de chaque joueur est R. Les états ω0 et ω1 sont absorbants de paiement
0 et 1 respectivement. Dans l'état ω2, le paiement est donné par

g(x, y, ω2) =

{
yh(x)−xh(y)

y−x
si x 6= y

h(x)− xh′(x) si x = y

et la transition est donnée par

ρ(ω1|x, y, ω2) = 1− ρ(ω0|x, y, ω2) =

{
h(y)−h(x)

y−x
si x 6= y

h′(x) si x = y

et ρ(ω2|x, y, ω2) = 0. L'hypothèse 0 ≤ h′(t) ≤ 1 assure que ρ(x, y, ω2) est bien dans ∆(Ω)
pour tout x et y.

On remarque que l'hypothèse h ∈ C1 entraîne que la fonction g est continue ; mais
celle-ci n'est pas bornée. En e�et sinon en particulier on a h(x) − xh′(x) = O(1), ce qui
implique (

h(x)

x

)′
=
xh′(x)− h(x)

x2
= O

(
1

x2

)
ce qui contredit l'hypothèse de non convergence de h(x)

x
quand x tend vers +∞.

On montre ensuite que pour tout f : Ω → R, on a l'égalité

sup
x∈R

inf
y∈R

[
g(x, y, ω2) + Eρ(x,y,ω2)f

]
= inf

y∈R
sup
x∈R

[
g(x, y, ω2) + Eρ(x,y,ω2)f

]
= f(ω0) + h(f(ω1)− f(ω0)).

qui résulte du fait que pour tout y ∈ R,

g(f(ω1)− f(ω0), y, ω2) + Eρ(f(ω1)−f(ω0),y,ω2)f = f(ω0) + h(f(ω1)− f(ω0))

et d'une égalité symétrique.
Ceci entraîne que l'opérateur de Shapley Ψ de Γ est bien dé�ni, et est donné par

Ψ

ab
c

 =

 a
b+ 1

a+ h(b− a)


En particulier

vn =
Ψn(0)

n
=

 0
1

h(n−1)
n


et vn(ω2) ne converge pas. De même,

vλ =

 0
1

λh
(

1−λ
λ

)


et vλ(ω2) ne converge pas.
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3.2.2 Exemples où vn et vλ ont un comportement asymptotique
di�érent

L'exemple qui suit provient de [27]. On considère un jeu stochastique à un seul joueur,
avec Ω = N × N et ou le joueur 1 n'a que deux actions : S = {d, h}. Le paiement ne
dépend pas de l'action joué et vaut :

g(d, ω) = g(h, ω) =

{
1 si ω = (i, j) avec 1 ≤ j ≤ i

0 sinon

La transition est deterministe :

ρ(h, (i, j)) = (i, j + 1) pour tout i et j

ρ(d, (i, j)) = (i, j + 1) si 1 ≤ j

ρ(d, (i, 0)) = (i+ 1, 0)

•

•

•

•

•

•

• • • • •
0 0 0 0 0

1 1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

•

•

•

•

•

•• •

•

•

•

•

•

•

•

•

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0 0

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

• •

Fig. 3.4 � Exemple tiré de [27]

On considère l'état initial ω0 = (0, 0). Le joueur 1 ne contrôle plus rien dès qu'il a joué
h une fois, une stratégie pure dans le jeu in�niment répété est donc le choix d'une date
k ∈ N∗⋃{+∞} à laquelle il joue h pour la première fois.

On en déduit que

vn(ω0) =
1

n
sup
k∈N∗

min(n,2k)∑
l=k+1

1

=
1

2
+

(−1)n − 1

4n

et donc que vn(ω0) converge vers 1
2
.
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D'autre part

vλ(ω0) = λ sup
k∈N∗

2k)∑
l=k+1

(1− λ)l−1

= sup
k∈N∗

(1− λ)k(1− (1− λ)k)

et vλ(ω0) converge donc vers 1
4
. Les valeurs vn(ω0) et vλ(ω0) convergent donc vers des

limites di�érentes. On peut également remarquer que pour toute stratégie le paiement
vaut 0 à partir d'une certaine étape, et que le joueur ne peut ainsi pas garantir un paiement
strictement positif dans le jeu in�ni. D'autre part, conformément à la proposition 3.1.7,
ni vn ni vλ ne convergent uniformément.

Dans ce contre exemple l'espace d'état est dénombrable mais non compact, une adap-
tation avec un ensemble d'état compact est donné dans [49]. On prend Ω = {ω0}∪ [0, 1]2,
et S = [0, 1]. Le paiement est une fonction continue en l'état et qui ne dépend pas de
l'action jouée :

g(ω0) = 0

g(x, y) =


0 si x ≤ 1

4
ou x ≥ 3

4

12x− 3 si 1
4
≤ x ≤ 1

3

1 si 1
3
≤ x ≤ 2

3

9− 12x si 2
3
≤ x ≤ 3

4

La transition est déterministe et ne dépend pas de l'action jouée si l'état courant n'est
pas ω0 :

ρ(a, ω0) = (0, a)

ρ(x, y) = (min(1, x+ y), y)

•
ω0

•

•

•

•

0 1
4

1
3

2
3

3
4

1

• • • • • •

• • •
• • •

• •

0 1 0

Fig. 3.5 � Exemple tiré de [49]
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On peut alors calculer que lim vn(ω0) = 9 −
√

71 ; on se borne ici à remarquer que
lim vn(ω0) ≥ 1

2
puisque le joueur peut garantir un paiement 1

2
dans le jeu en n étapes en

choisissant a de tel sorte qu'il arrive à un point d'abscisse 2
3
à l'étape n.

Le calcul explicite de lim vλ est fastidieux, mais on remarque que lim vλ(ω0) ≤ 2
√

3
9
< 1

2
.

En e�et en majorant par 1 le paiement reçu dans la bande d'abscisse comprise entre 1
4
et

3
4
, on voit qu'en jouant l'action a le joueur ne gagne pas plus de

3
4a∑

m= 1
4a

λ(1− λ)m−1 = (1− λ)
1
4a

(
1−

(
(1− λ)

1
4a

)2
)
≤ 2

√
3

9
.

On a donc également dans cet exemple lim vn(ω0) 6= lim vλ(ω0). De plus, comme dans
l'exemple précédent on remarque que le joueur ne peut pas garantir un paiement stricte-
ment positif dans le jeu in�ni.
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Chapitre 4

Opérateurs monotones et homogènes
additivement

Dans ce chapitre on étudie certaines conséquences des propriétés de monotonie et
d'homogénéité additive véri�ées par tout opérateur de Shapley (voir section 2.2.1) sur le
comportement asymptotique des valeurs. On expose en particulier l'approche en termes
d'opérateurs [53, 64] qu'on applique à di�érentes familles de jeux répétés. On commence
par généraliser le cadre de la section 2.2.1 : on considère Ω un ensemble quelconque, on
note F0 = {f : Ω → R, ‖f‖∞ <∞} l'ensemble des fonctions bornées de Ω dans R muni
de la norme uniforme, et ≤ l'ordre partiel naturel sur F0. Dans toute la suite F est un
cône convexe fermé contenant les fonctions constantes et contenu dans F0, et Ψ est un
opérateur de F dans lui même.

4.1 Dé�nitions et propriétés

Dé�nition 4.1.1 Ψ est un opérateur MHa s'il véri�e les propriétés suivantes de mono-
tonie et d'homogénéité additive :

(M) f1 ≤ f2 =⇒ Ψ(f1) ≤ Ψ(f2).

(Ha) Si c ∈ R, Ψ(f + c) = Ψ(f) + c.

On remarque que tout opérateur MHa est en particulier un opérateur contractant :

‖Ψ(f1)−Ψ(f2)‖∞ ≤ ‖f1 − f2‖∞
pour tout f1 et f2 dans F .

Ceci permet de dé�nir comme dans le chapitre précédent

Φ(λ, f) = λΨ

(
1− λ

λ
f

)
(4.1.1)

vn = Φ

(
1

n
, vn−1

)
=

Ψn(0)

n
(4.1.2)

vλ = Φ (λ, vλ) . (4.1.3)
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Les opérateurs MHa dé�nis sur un ensemble de dimension �nie sont également appelés
"topical operators".

Remarque 4.1.2 Tout opérateur de Shapley est un opérateur MHa (voir chapitre précé-
dent). En dimension �nie, l'inverse est également vrai [25] : tout opérateur topical peut
s'exprimer comme l'opérateur de Shapley d'un jeu.

4.2 Propriétés asymptotiques

4.2.1 Propriétés de base

On démontre ici quelques propriétés bien connues qui seront utiles par la suite. Tout
d'abord, on peut donner une borne explicite de la suite vn et de la famille vλ :

Lemme 4.2.1 Pour tout n ∈ N∗ et λ ∈]0, 1],

‖vn‖∞ ≤ ‖Ψ(0)‖∞ (4.2.1)

‖vλ‖∞ ≤ ‖Ψ(0)‖∞ (4.2.2)

Démonstration. L'opérateur Ψ étant contractant,

‖Ψn(0)‖∞ ≤
∥∥Ψn−1(0)

∥∥
∞ +

∥∥Ψn−1(Ψ(0))−Ψn−1(0)
∥∥
∞

≤
∥∥Ψn−1(0)

∥∥
∞ + ‖Ψ(0)‖∞

et donc en faisant une somme télescopique,

‖nvn‖∞ = ‖Ψn(0)‖∞ ≤ n‖Ψ(0)‖∞.

D'autre part, toujours à cause du caractère contractant de Ψ,∥∥∥vλ

λ

∥∥∥
∞
− ‖Ψ(0)‖∞ ≤

∥∥∥vλ

λ
−Ψ(0)

∥∥∥
∞

=

∥∥∥∥Ψ(1− λ

λ
vλ

)
−Ψ(0)

∥∥∥∥
∞

≤ 1− λ

λ
‖vλ‖∞

ce qui entraîne
‖vλ‖∞ ≤ ‖Ψ(0)‖∞.

Les deux prochains lemmes établissent que vn et vλ varient lentement :

Lemme 4.2.2 Pour tout n ∈ N∗, on a l'inégalité

‖vn − vn−1‖∞ ≤ 2

n
‖Ψ(0)‖∞
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Démonstration. Ψ étant contractant,

‖nvn − (n− 1)vn−1‖∞ =
∥∥Ψn(0)−Ψn−1(0)

∥∥
∞

≤ ‖Ψ(0)‖∞.

D'après le lemme 4.2.1 ceci entraîne que

‖nvn − nvn−1‖∞ ≤ ‖nvn − (n− 1)vn−1‖∞ + ‖vn−1‖∞
≤ 2‖Ψ(0)‖∞.

Lemme 4.2.3 Pour tous λ et µ dans ]0, 1],

‖vλ − vµ‖∞ ≤ 2‖Ψ(0)‖∞
|λ− µ|
λ

Démonstration. Ψ étant contractant,∥∥∥∥vλ

λ
− vµ

µ

∥∥∥∥
∞

=

∥∥∥∥Ψ(1− λ

λ
vλ

)
−Ψ

(
1− µ

µ
vµ

)∥∥∥∥
∞

≤
∥∥∥∥1− λ

λ
vλ −

1− µ

µ
vµ

∥∥∥∥
∞

≤ (1− λ)

∥∥∥∥vλ

λ
− vµ

µ

∥∥∥∥
∞

+
|λ− µ|
µ

‖vµ‖∞

ce qui entraîne ∥∥∥∥vλ

λ
− vµ

µ

∥∥∥∥
∞
≤ |λ− µ|

λµ
‖vµ‖∞

et donc

‖λvλ − λvµ‖∞ ≤ ‖µvλ − λvµ‖∞ + |λ− µ|‖vλ‖∞
≤ |λ− µ|(‖vλ‖∞ + ‖vµ‖∞)

et le lemme 4.2.1 permet de conclure.

4.2.2 Convergence de la norme des valeurs et de certaines coor-
données

Dans cette sous-section on donne plusieurs résultats de convergence de suites réelles
reliées à {vn}n∈N∗ ou de familles de réels liées à {vλ}λ∈]0,1]. En dimension �nie ces résultats
entraînent la convergence de certaines coordonnées des valeurs.

Le premier résultat provient de [24] :

Proposition 4.2.4 Soit Ψ : C → C un opérateur contractant dé�ni sur un sous ensemble
convexe d'un espace de Banach (X, ‖ · ‖). Il existe f ∗ ∈ X∗, ‖f‖∗ = 1, telle que

lim
n→+∞

f(vn) = lim
n→+∞

‖vn‖ = lim
λ→0

f(vλ) = lim
λ→0

‖vλ‖ = inf
f∈F

‖Ψ(f)− f‖
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Démonstration. voir [24]
Dans le cas d'opérateurs MHa on montre qu'on a plus que la convergence en norme :

soit t et b les semi normes dé�nies sur F0 par

t(f) = sup
ω∈Ω

f(ω) (4.2.3)

b(f) = inf
ω∈Ω

f(ω) (4.2.4)

alors :

Proposition 4.2.5 Soit Ψ un opérateur MHa dé�ni sur F sous ensemble de l'espace de
Banach (F0, ‖·‖∞), alors il existe f ∗t et f ∗b deux éléments de norme 1 dans F ∗

0 tels que

lim
n→+∞

f ∗t (vn) = lim
n→+∞

t(vn) = lim
λ→0

f ∗t (vλ) = lim
λ→0

t(vλ) = inf
f∈F

t(Ψ(f)− f)

lim
n→+∞

f ∗b (vn) = lim
n→+∞

b(vn) = lim
λ→0

f ∗b (vλ) = lim
λ→0

b(vλ) = sup
f∈F

b(Ψ(f)− f).

De plus, f ∗t et f ∗b véri�ent
f ∗t (1) = f ∗b (1) = 1

où par abus de notation on a noté 1 la fonction constante égale à 1.

Démonstration. Nous allons démontrer les égalités faisant intervenir la semi norme t,
les autres suivent par symétrie.

Dé�nissons l'opérateur Ψ̃ de F dans lui-même par Ψ̃(f) := Ψ(f) + ‖Ψ(0)‖∞ + 1. On
note ṽn et ṽλ les valeurs liées à Ψ̃. On établit facilement les identités

ṽn = vn + ‖Ψ(0)‖∞ + 1 (4.2.5)

ṽλ = vλ + ‖Ψ(0)‖∞ + 1. (4.2.6)

et donc, en utilisant le lemme 4.2.1,

‖ṽn‖∞ = t(ṽn) = t(vn) + ‖Ψ(0)‖∞ + 1 ≥ 1 (4.2.7)

‖ṽλ‖∞ = t(ṽλ) = t(vλ) + ‖Ψ(0)‖∞ + 1 ≥ 1 (4.2.8)

b(ṽn) = b(vn) + ‖Ψ(0)‖∞ + 1 ≥ 1 (4.2.9)

b(ṽλ) = b(vλ) + ‖Ψ(0)‖∞ + 1 ≥ 1 (4.2.10)

D'autre part, nous pouvons appliquer la proposition 4.2.4 à l'opérateur Ψ̃ : il existe
f ∗t ∈ F ∗

0 , de norme 1, telle que

lim
n→+∞

f ∗t (ṽn) = lim
n→+∞

‖ṽn‖∞ = lim
λ→0

f ∗t (ṽλ) = lim
λ→0

‖ṽλ‖∞ = inf
f∈F

∥∥∥Ψ̃(f)− f
∥∥∥
∞

≥ inf
f∈F

t(Ψ̃(f)− f) (4.2.11)

Montrons que pour tout x ∈ F0 tel que x ≥ 0, alors f ∗t (x) ≥ 0. Sans perte de généralité
on peut supposer que x < 1 ; la formule (4.2.9) entraîne alors que pour tout n b(ṽn−x) ≥ 0
et donc que

‖ṽn − x‖∞ = t(ṽn − x)

≤ t(ṽn)

≤ ‖ṽn‖∞.
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Par conséquent,

f ∗t (ṽn)− f ∗t (x) = f ∗t (ṽn − x) ≤ ‖ṽn − x‖∞ ≤ ‖ṽn‖∞
et en passant à la limite d'après (4.2.11) on établit bien que f ∗t (x) ≥ 0. Ceci entraîne que

‖ṽn‖∞ ≥ f ∗t (‖ṽn‖∞)

= f ∗t (ṽn) + f ∗t (‖ṽn‖∞ − ṽn)

≥ f ∗t (ṽn)

et toujours d'après (4.2.11), en passant à la limite on obtient

f ∗t

(
lim
λ→0

‖ṽn‖∞
)

= lim
λ→0

‖ṽn‖∞

et �nalement f ∗t (1) = 1.
On en déduit, grâce aux formules (4.2.5) à (4.2.8) et (4.2.11), ainsi qu'en utilisant la

linéarité de f , que lim
n→+∞

t(vn) et lim
λ→+0

t(vλ) existent et véri�ent

lim
n→+∞

f ∗t (vn) = lim
n→+∞

t(vn) = lim
λ→0

f ∗t (vλ) = lim
λ→0

t(vλ) ≥ inf
f∈F

t(Ψ(f)− f)

Il reste à établir que
lim

n→+∞
t(vn) ≤ inf

f∈F
t(Ψ(f)− f)

Soit f ∈ F et c ∈ R tels que
Ψ(f) ≤ f + c.

Il vient par récurrence, en utilisant les propriétés (M) et (Ha),

Ψn(f) ≤ f + nc

et donc, puisque Ψ est non dilatant,

Ψn(0) ≤ Ψn(f) + ‖f‖∞
≤ nc+ 2‖f‖∞. (4.2.12)

Le membre de droite de l'inégalité 4.2.12 étant une constante, on a donc

t(Ψn(0)) ≤ nc+ 2‖f‖∞
ce qui entraîne en divisant par n que l'on fait tendre vers +∞

lim
n→+∞

t(vn) ≤ c.

Ceci étant vrai pour tout c > inf
f∈F

t(Ψ(f)− f), on en déduit

lim
n→+∞

t(vn) ≤ inf
f∈F

t(Ψ(f)− f). (4.2.13)

ce qui achève la démonstration.

Un corollaire en dimension �nie est :
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Proposition 4.2.6 Soit Ψ une fonction topicale de Rn dans lui même. Il existe 1 ≤
i, j ≤ n tels que

lim
n→+∞

vn(ωi) = lim
λ→0

vλ(ωi) = lim
n→+∞

t(vn) = lim
λ→0

t(vλ) = inf
f∈F

t(Ψ(f)− f)

lim
n→+∞

vn(ωj) = lim
λ→0

vλ(ωj) = lim
n→+∞

b(vn) = lim
λ→0

b(vλ) = sup
f∈F

b(Ψ(f)− f)

Démonstration. D'après la proposition 4.2.5, il existe un élément x∗t dans Rn, tel que
x∗t ≥ 0,

∑n
i=1 x

∗
t (ωi) = 1, et

lim
n→+∞

〈x∗t , vn〉 = lim
n→+∞

t(vn) = lim
λ→0

〈x∗t , vλ〉 = lim
λ→0

t(vλ) = inf
f∈F

t(Ψ(f)− f) (4.2.14)

Soit i tel que x∗t (ωi) > 0. La positivité de x∗t entraîne que pour tout n,

〈x∗t , vn〉 ≤ x∗t (ωi)vn(ωi) + (1− x∗t (ωi))t(vn)

et donc en passant à la limite et en utilisant (4.2.14) on obtient

x∗t (ωi) lim inf
n→+∞

vn(ωi) ≥ x∗t (ωi) lim
n→+∞

t(vn)

d'où
lim

n→+∞
vn(ωi) = lim

n→+∞
t(vn).

On montre de la même manière les égalités faisant intervenir vλ ou b.

Remarque 4.2.7 On trouve dans [16] une preuve alternative de cette proposition ne
reposant pas sur la proposition 4.2.4, mais qui ne concerne que la suite vn et pas la
famille vλ.

Une conséquence de la proposition 4.2.6 est :

Corollaire 4.2.8 Soit Ψ un opérateur topical de R2 dans lui-même. Alors vn et vλ

convergent, et la limite est la même.

4.2.3 Cas où vλ est à variation bornée

Dé�nition 4.2.9 La famille vλ est dite à variation bornée si pour toute suite λi décrois-
sant vers 0, ∑

i

∥∥vλi+1
− vλi

∥∥
∞ < +∞.

On trouve la proposition suivante dans [40] :

Proposition 4.2.10 Si vλ est à variation bornée, alors vλ et vn convergent tous deux, et
la limite est la même.
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Démonstration. La famille vλ étant à variation bornée, toute suite vλn est de Cauchy
et donc converge. Ceci entraîne l'existence de v = limλ→0 vλ.

Soit xn la valeur du jeu 1
n
-escompté : xn = v 1

n
, et donc par dé�nition nxn = Ψ((n−

1)xn). La suite xn converge vers v, et pour tout n,

‖Ψn(0)− nxn+1‖∞ ≤ ‖Ψn(0)−Ψ((n− 1)xn)‖∞ + ‖Ψ((n− 1)xn)− nxn+1‖∞
≤

∥∥Ψn−1(0)− (n− 1)xn

∥∥
∞ + n‖xn − xn+1‖∞.

On montre donc par récurrence que

‖Ψn(0)− nxn+1‖∞ ≤
n∑

i=1

i‖xi − xi+1‖∞

d'où

‖vn − xn+1‖∞ ≤ 1

n

n∑
i=1

i‖xi − xi+1‖∞. (4.2.15)

La famille vλ étant de variation bornée, on a
∑+∞

i=1 ‖xi − xi+1‖∞ < +∞ ce qui entraîne
que le membre de droite de 4.2.15 tend vers 0 quand n tend vers +∞, et donc que la suite
vn converge également vers v.

Remarque 4.2.11 La même démonstration se généralise [64] pour établir la convergence
de toute suite admissible (dé�nie dans la section 2.1.3) dès que vλ est à variation bornée.

4.2.4 Opérateur de récession

Dé�nition 4.2.12 Un opérateur Ψ : F → F admet un opérateur de récession R (Ψ) :
F → F si pour tout f ∈ F ,

lim
t→0+

∥∥∥∥tΨ(ft
)
−R (Ψ)(f)

∥∥∥∥
∞

= 0

Remarque 4.2.13 Dans le cas où Ψ est l'opérateur de Shapley d'un jeu à paiements
bornés, Ψ admet un opérateur de récession et de plus R (Ψ)(f) = Φ(0, f) pour tout f où
Φ(0, f) = limλ→0 Φ(λ, f).

Remarque 4.2.14 Tout opérateur de récession R (Ψ) est un opérateur MHA, et est de
plus multiplicativement homogène : pour tout c ∈ R+ R (Ψ)(cx) = cR (Ψ)(x).

L'intérêt de l'opérateur de récession réside dans la proposition suivante :

Proposition 4.2.15 Soit Ψ un opérateur MHa admettant un opérateur de récession
R (Ψ). Alors tout point d'accumulation de {vn} ou {vλ} pour la norme uniforme est
un point �xe de R (Ψ).
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Démonstration. Soit v point d'accumulation de {vn}. Comme (n+ 1)vn+1 = Ψ(nvn),∥∥∥∥ 1

n
Ψ(nv)− v

∥∥∥∥
∞

=

∥∥∥∥ 1

n
(Ψ(nv)−Ψ(nvn)) +

1

n
Ψ(nvn)− v

∥∥∥∥
∞

≤ ‖v − vn‖∞ +

∥∥∥∥n+ 1

n
vn+1 − v

∥∥∥∥
∞

≤ 2‖v − vn‖∞ +
n+ 1

n
‖vn+1 − vn‖∞ +

1

n
‖vn‖∞

≤ 2‖v − vn‖+O

(
1

n

)
d'après les lemmes 4.2.1 and 4.2.1. puisque v est un point d'accumulation de la suite vn,
on en déduit que v = R (Ψ)(v).

Soit maintenant v point d'accumulation de {vλ} et soit λ ∈]0, 1], alors∥∥∥∥ λ

1− λ
Ψ

(
1− λ

λ
v

)
− v

∥∥∥∥
∞

≤
∥∥∥∥ λ

1− λ
Ψ

(
1− λ

λ
v

)
− vλ

1− λ

∥∥∥∥
∞

+

∥∥∥∥v − vλ

1− λ

∥∥∥∥
∞

≤ λ

1− λ

∥∥∥∥Ψ(1− λ

λ
v

)
−Ψ

(
1− λ

λ
vλ

)∥∥∥∥
∞

+
‖v − vλ‖∞

1− λ
+
λ‖v‖∞
1− λ

≤ (2− λ)‖v − vλ‖∞ + λ‖v‖∞
1− λ

.

Puisque v est un point d'accumulation de la famille vλ, on en déduit que R (Ψ)(v) = v.

La proposition 4.2.15 donne une condition nécessaire pour être point d'accumulation
de vn ou vλ, mais celle-ci est en général trop faible pour être utile. L'idée de l'approche en
termes d'opérateurs, que l'on va expliquer en détail dans la section suivante, est d'étudier
le comportement de Φ(λ, ·) pour λ petit et pas seulement celui de Φ(0, ·).

4.3 L'approche en termes d'opérateurs

L'ensemble de cette section reprend les résultats de [53,64].

4.3.1 Majoration uniforme

On note L + l'ensemble des éléments de F pour lesquels il existe L0 > 0 tel que

Ψ(Lf) ≤ (L+ 1)f

pour tout L ≥ L0. Symétriquement L − est l'ensemble des éléments de F pour lesquels
il existe L0 > 0 tel que Ψ(Lf) ≥ (L+ 1)f pour tout L ≥ L0.

Remarque 4.3.1 L'identité (2.2.7) implique que L + est également l'ensemble des élé-
ments de F qui véri�ent Φ(λ, f) ≤ f pour λ su�samment petit.
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Pour tout famille fi de fonctions dans F on note lim sup fi la fonction g telle que pour
tout ω, g(ω) = lim sup fi(w). On a alors le lemme suivant :

Lemme 4.3.2 Si f ∈ L +, alors

lim sup
n→+∞

vn ≤ f

lim sup
λ→0

vλ ≤ f

Symétriquement, si f ∈ L −, alors

lim inf
n→+∞

vn ≥ f

lim inf
λ→0

vλ ≥ f

Démonstration. Soit f ∈ L +, on montre par récurrence que Ψn(L0f) ≤ (L0 + n)f ,
d'où

Ψn(0) ≤ Ψn(L0f) + ‖Ψn(L0f)−Ψn(0)‖
≤ (L0 + n)f + L0‖f‖.

On voit donc que

vn =
Ψn(0)

n
≤ f + 2

L0

n
‖f‖.

D'autre part, on a Φ(λ, f) ≤ f pour λ assez petit d'après la remarque 4.3.1. Pour un
tel λ on a alors Φn(λ, f) ≤ f pour tout n, et donc vλ ≤ f d'après la remarque 2.1.7.

Un corollaire immédiat est :

Corollaire 4.3.3 Si f appartient à l'intersection L +
⋂

L −, alors f = lim
n→+∞

vn = lim
λ→0

vλ.

4.3.2 Majoration locale

On note S + l'ensemble des éléments de F tels que

lim sup
L→+∞

[Ψ(Lf)− (L+ 1)f ] ≤ 0

ou de manière équivalente,

lim sup
λ→0

[
Φ(λ, f)− f

λ

]
≤ 0 (4.3.1)

et on dé�nit S − de façon symétrique. Il est clair que L + ⊂ S +, et que quand Ω est �ni,
S + = L +. On en déduit

Proposition 4.3.4 Si Ω est �ni et f appartient à l'intersection S +
⋂

S −, alors f =
lim

n→+∞
vn = lim

λ→0
vλ.
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On peut également montrer un principe du maximum [53] :

Lemme 4.3.5 Soient f1 et f2 dans F , et ω ∈ Ω tel que

(f2 − f1)(ω) = max
ω′∈Ω

(f2 − f1)(ω
′).

Alors pour tout L > 0,

[Ψ(Lf1)(ω)− (L+ 1)f1(ω)]− [Ψ(Lf2)(ω)− (L+ 1)f2(ω)] ≥ (f2 − f1)(ω).

Ceci entraîne le principe de comparaison suivant :

Corollaire 4.3.6 Supposons Ω compact, et soient f1 et f2 deux fonctions continues ap-
partenant à S + et S − respectivement. Alors f1 ≥ f2.

On a donc un théorème d'unicité dans ce cadre :

Proposition 4.3.7 Supposons Ω compact. Soit S +
0 (resp. S −

0 ) l'ensemble des fonctions
continues sur Ω contenues dans S −. L'intersection S +

0

⋂
S −

0 a au plus un élément.

4.3.3 Opérateur dérivé

D'après la Proposition 4.2.15, tout point d'accumulation v de vλ ou de vn satisfait
Φ(0, v) = v. Ceci nous incite à écrire le membre de gauche de (4.3.1) comme

lim sup
λ→0

[
Φ(λ, f)−Φ(0, f)

λ
+

Φ(0, f)− f

λ

]
et à traiter chacun des deux termes entre crochets séparément.

Dé�nition 4.3.8 Soit Ψ un opérateur MHa. On dit que ϕ est l'opérateur dérivé de Ψ si
pour tout f dans F il existe ϕ(f) ∈ F tel que pour tout ω ∈ Ω,

lim
λ→0

[
Φ(λ, f)(ω)−Φ(0, f)(f)(ω)

λ

]
= ϕ(f)(ω). (4.3.2)

Il est démontré dans [53] qu'un résultat de [34] (généralisant [35]) entraîne :

Proposition 4.3.9 Supposons que Ψ soit l'opérateur de Shapley d'un jeu stochastique
dans le cadre compact/continu (modèle de la section 2.2.2). Alors Ψ admet un opérateur
dérivé ϕ, et de plus on a la caractérisation :

ϕ(f)(ω) + f(ω) = sup
x∈X(0,f)(ω)

inf
y∈Y (0,f)(ω)

g(x, y, ω) (4.3.3)

= inf
y∈Y (0,f)(ω)

sup
x∈X(0,f)(ω)

g(x, y, ω) (4.3.4)

où l'on a noté X(0, f)(ω) (resp. Y (0, f)(ω)) l'ensemble des stratégies optimales du joueur
1 (resp. du joueur 2) dans Γ(0, f)(ω).
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L'intérêt de l'opérateur dérivé réside dans le fait qu'on peut exprimer S + uniquement
à l'aide de l'opérateur de récession et l'opérateur dérivé (quand ils existent) :

S + = {f ∈ F , ∀ω ∈ Ω, ϕ∗(f)(ω) ≤ 0}

où l'on a noté

ϕ∗(f)(ω) = lim sup
λ→0

[
Φ(λ, f)(ω)− f(ω)

λ

]
(4.3.5)

=


ϕ(f)(ω) si Φ(0, f)(ω) = f(ω)

+∞ si Φ(0, f)(ω) > f(ω)
−∞ si Φ(0, f)(ω) < f(ω)

(4.3.6)

On en déduit , grace aux propositions 4.3.4 et 4.3.7, la caractérisation variationnelle
suivante :

Proposition 4.3.10 Soit Ψ un opérateur admettant un opérateur dérivé ϕ, et soit f ∈
F . On suppose que f est continue sur Ω, et que ϕ change de signe en f : il existe deux
suites fn et f ′n dans F toutes deux de limite f telles que pour tout n

ϕ∗(fn) ≤ 0 ≤ ϕ∗(f ′n).

Alors, si Ω est compact, f est unique. Si Ω est �ni, on a de plus f = lim vn = lim vλ.

Remarque 4.3.11 La limite dans l'équation (4.3.2) n'est en général pas uniforme en f ,
et la fonction ϕ n'est donc pas nécessairement continue. Par conséquent, un f véri�ant
les hypothèses de la proposition 4.3.10 n'est pas forcément un zéro de ϕ.

4.3.4 Opérateur de Shapley réduit

Dans le cas d'un jeu avec des états absorbants, le déroulement du jeu une fois qu'on
a atteint un de ces états est trivial, il peut donc être utile de dé�nir un opérateur réduit
qui ne tient pas compte des états absorbants.

Soit un opérateur de Shapley Ψ d'un jeu répété Γ avec un ensemble d'états Ω. On
rappelle que Ψ est dé�ni de F dans lui même, où F est un cône convexe fermé contenant
les fonctions constantes et contenu dans F0 = {f : Ω → R, ‖f‖∞ < +∞}.

Soit Ω∗ l'ensemble des états absorbants et Ω̂ son complémentaire. On note F̂0 = {f̂ :

Ω̂ → R, ‖f‖∞ < +∞} et on dé�nit Υ l'injection de F̂0 dans F0 qui à tout f associe
la fonction Υ(f) égale à f sur Ω̂ et égale au paiement de continuation g(ω∗) sur Ω∗. Son
inverse Υ−1 est la restriction à Υ(F̂0) de la projection canonique de F0 sur F̂0

Soit F̂ = Υ−1 (F ) ; on dé�nit la famille d'opérateur réduits Φ̂(λ, ·) : F̂ → F̂ par

Φ̂(λ, f) = Υ−1 (Φ(λ,Υ(f))) . (4.3.7)

L'intérêt de cet opérateur est qu'il agit sur un ensemble plus petit et que la structure
dynamique des valeurs est préservée. Pour simpli�er les notations on note f̂ = Υ−1(f)

pour tout f ∈ Υ(F̂ ) ; on a alors le lemme
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Proposition 4.3.12 Pour tout n ∈ N et λ ∈]0, 1], les valeurs réduites véri�ent

v̂n = Φ̂

(
1

n
, v̂n−1

)
v̂λ = Φ̂ (λ, v̂λ)

Démonstration. Par dé�nition d'un état absorbant, il est clair que vn(ω∗) = vλ(ω
∗) =

g(ω∗) pour tout n ∈ N, λ ∈]0, 1] et ω∗ absorbant et donc que v̂n et v̂λ sont bien dé�nis.
En appliquant l'égalité (4.3.7) à v̂λ on trouve

Φ̂ (λ, v̂λ) = Υ−1 (Φ(λ, vλ))

= v̂λ

et l'autre identité se montre de la même manière.

Remarque 4.3.13 Les opérateurs Φ(λ, ·) sont monotones et 1 − λ contractants, mais
il est important de noter qu'on n'est pas dans le cadre classique de la section 2.2.1. En
e�et premièrement l'ensemble F̂ est bien un convexe fermé, mais il n'est pas certain qu'il
contienne les constantes ou que ce soit un cône. Deuxièmement, il n'existe pas d'opérateur
Ψ̂ tel qu'une relation du type de (2.2.7) soit véri�ée. Pour cette raison, les résultats de
la section 4.2.2 par exemple ne s'appliquent pas aux valeurs réduites (voir l'exemple de la
section 3.2.1).

Cependant, on va montrer que la section 4.3.1 s'applique aux opérateurs réduits.
Soit L̂ + l'ensemble des fonctions f ∈ F̂ qui véri�ent Φ̂(λ, f) ≤ f pour tout λ

su�samment petit, et soit L̂ − dé�ni de manière symétrique. On montre alors le lemme

Lemme 4.3.14 Si f ∈ L̂ +, alors

lim sup
n→+∞

v̂n ≤ f

lim sup
λ→0

v̂λ ≤ f

Symétriquement, si f ∈ L̂ −, alors

lim inf
n→+∞

v̂n ≥ f

lim inf
λ→0

v̂λ ≥ f

Démonstration. Soit f ∈ L̂ +. Par dé�nition de L̂ + et Φ̂, f véri�e pour tout λ
su�samment petit

Υ−1 (Φ(λ,Υ(f))) ≤ f.

Autrement dit, puisque Υ−1 est la projection sur F̂0, on a pour tout λ su�samment petit
et tout ω ∈ Ω̂,

Φ(λ,Υ(f))(ω) ≤ f(ω) = Υ(f)(ω).
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D'autre part pour tout λ ∈]0, 1] et tout ω ∈ Ω∗,

Φ(λ,Υ(f))(ω∗) = λg(ω∗) + (1− λ)Υ(f)(ω∗) = Υ(f)(ω∗)

d'où Υ(f) ∈ L +. Le lemme 4.3.2 s'applique donc à Υ(f), et on en déduit le résultat.
Un corollaire immédiat est l'analogue du corollaire 4.3.3 :

Corollaire 4.3.15 Si f appartient à l'intersection L̂ +
⋂

L̂ −, alors

f = lim
n→+∞

v̂n = lim
λ→0

v̂λ

et

Υ(f) = lim
n→+∞

vn = lim
λ→0

vλ.

4.4 Applications

4.4.1 Jeux absorbants

On reprend ici la démonstration de [53] du ra�nement suivant de la proposition 3.1.4 :

Proposition 4.4.1 Soit Γ un jeu compact/continu (voir section 2.2.2). Si Γ est absor-
bant, alors vn et vλ convergent vers la même limite. On a de plus une caractérisation de
la limite au moyen de l'opérateur dérivé.

Démonstration.
Soit Γ un tel jeu, soit ω0 l'unique état non absorbant et notons Ω∗ l'ensemble des états

absorbants. On va utiliser l'opérateur dérivé Φ̂ qui est dans ce cas dé�ni de R dans lui
même. On utilise les mêmes notations que dans la section 4.3.4 : pour f ∈ R on note
ϕ̂(f) = Υ−1(ϕ(Υ(f))) et ϕ̂∗(f) = Υ−1(ϕ∗(Υ(f))) qui sont deux fonctions de R dans lui
même.

On remarque premièrement que le lemme 4.3.5 entraîne que la fonction ϕ̂∗ est stricte-
ment croissante. D'autre part, soit M une borne des paiements et soit f ≥M . On a alors
ϕ̂(f) ≤ 0 d'après le lemme 4.3.9, et également

Φ̂(0, f) ≤ max(f,M) ≤ f.

La formule (4.3.6) entraîne donc que ϕ̂∗(f) est négative pour f ≥M . De même ϕ̂∗(f) est
positive pour f ≤ −M .

Tout ceci implique donc que ϕ̂∗ change exactement une fois de signe sur R, en un
point que l'on appelle v. On a donc f > v =⇒ f ∈ L̂ +, de même f < v =⇒ f ∈ L̂ −,
et d'après le corollaire 4.3.15 vn et vλ convergent vers Υ(v).
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4.4.2 Jeux à 3 états

On a vu dans le corollaire 4.2.8 que dans le cas d'un jeu stochastique avec 2 états
dont l'opérateur de Shapley est bien dé�ni, les valeurs convergent. Une conséquence de la
proposition 4.4.1 est le résultat suivant concernant les jeux à 3 états :

Proposition 4.4.2 Pour tout jeu compact/continu (voir section 2.2.2) à 3 états, vλ et
vn convergent vers la même limite.

Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 4.4.3 Soit Γ un jeu stochastique avec espace d'états Ω �ni, d'opérateur de Sha-
pley Ψ : RΩ → RΩ. Étant donnés Ω∗ un sous ensemble de Ω et v : Ω∗ → R on considère
le jeu stochastique Γ∗ obtenu à partir de Γ en changeant chaque état w ∈ Ω∗ en un état
absorbant de paiement de continuation v(ω). On note v∗n (resp. v∗λ) la valeur du jeu en n
étapes (resp. λ-escompté). Les inégalités suivantes sont alors véri�ées :

‖v∗λ − vλ‖∞ ≤ sup
ω∈Ω∗

|v(ω)− vλ(ω)| (4.4.1)

‖v∗n − vn‖∞ ≤ 1

n
sup
i≤n

sup
ω∈Ω∗

|ivi(ω)− (i− 1)vi−1(ω)− v(ω)| (4.4.2)

Démonstration. On véri�e que l'opérateur de Shapley de Γ∗, Ψ∗ : Rn → Rn, satisfait
pour tout f

Ψ∗(f)(ω) =

{
Ψ(f)(ω) si ω /∈ Ω∗

v(ω) + f(ω) si ω ∈ Ω∗ (4.4.3)

Ceci implique que pour tout λ ∈]0, 1],

‖Φ∗(λ, vλ)− vλ‖∞ ≤ sup
ω∈Ω∗

|λv(ω) + (1− λ)vλ(ω)− vλ(ω)|

≤ λ sup
ω∈Ω∗

|v(ω)− vλ(ω)|

d'où

‖v∗λ − vλ‖∞ ≤ ‖Φ∗(λ, vλ)− vλ‖∞ + ‖Φ∗(λ, vλ)−Φ∗(λ, v∗λ)‖∞
≤ λ sup

ω∈Ω∗
|v(ω)− vλ(ω)|+ (1− λ)‖v∗λ − vλ‖∞

ce qui prouve l'inégalité (4.4.1).
D'autre part, en utilisant une nouvelle fois la caractérisation (4.4.3), on voit que si

ω ∈ Ω∗,

n|vn(ω)− v∗n(ω)| =
∣∣nvn(ω)−Ψ∗ ((n− 1)v∗n−1

)
(ω)
∣∣

=
∣∣nvn(ω)− (n− 1)v∗n−1(ω)− v(ω)

∣∣
tandis que si ω /∈ Ω∗,

n|vn(ω)− v∗n(ω)| =
∣∣Ψ ((n− 1)vn−1) (ω)−Ψ∗ ((n− 1)v∗n−1

)
(ω)
∣∣

=
∣∣Ψ ((n− 1)vn−1) (ω)−Ψ

(
(n− 1)v∗n−1

)
(ω)
∣∣

≤ (n− 1)
∥∥vn−1 − v∗n−1

∥∥
∞.
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Ceci permet de démontrer la formule (4.4.2) en raisonnant par récurrence.
On peut maintenant démontrer la proposition 4.4.2 :

Démonstration de la proposition 4.4.2. D'après la proposition 4.2.6, il existe i et j
tels que

lim
n→+∞

vn(ωi) = lim
λ→0

vλ(ωi) = lim
n→+∞

t(vn) = lim
λ→0

t(vλ) = inf
f∈F

t(Ψ(f)− f)

lim
n→+∞

vn(ωj) = lim
λ→0

vλ(ωj) = lim
n→+∞

b(vn) = lim
λ→0

b(vλ) = sup
f∈F

b(Ψ(f)− f)

Si i = j, vn et vλ convergent vers la constante inf
f∈F

t(Ψ(f) − f). On peut donc supposer

que i = 1 et j = 2. On pose Ω∗ = {ω1, ω2}, on dé�nit v : Ω∗ dans R par

v(ω1) = inf
f∈F

t(Ψ(f)− f)

v(ω2) = sup
f∈F

b(Ψ(f)− f)

ce qui nous donne un jeu auxiliaire Γ∗ comme dans le lemme 4.4.3. Le jeu Γ∗ possède 3
états dont 2 absorbants, d'après la proposition 4.4.1 les valeurs v∗n et v∗λ convergent donc
vers une valeur commune v∗. Les inégalités (4.4.1) et (4.4.2) entraîne alors que vλ et vn

convergent également vers v∗.

4.4.3 Jeux à information incomplète

On donne ici une idée de la preuve de [53] de la proposition 3.1.4.
On rappelle que dans ce cas Ψ est dé�ni de F dans lui même, où F est l'ensemble

des fonctions séparément continues et concaves/convexes de ∆(K) × ∆(L) dans R. Un
premier résultat, conséquence de l'inégalité de Jensen, est que tout élément de f est point
�xe de l'opérateur de récession Φ(0, ·). On montre également que l'ensemble des stratégies
optimales pour le premier joueur dans Φ(0, f) est le même (égal à l'ensemble des stratégies
non révélatrices) pour toute fonction f strictement concave en p.

L'opérateur de Shapley admet un opérateur dérivé ϕ, et puisque l'ensemble ∆(K) ×
∆(L) est compact et in�ni, on utilise la proposition 4.3.10. Soit v un point d'accumulation
de vλ, on montre en utilisant la caractérisation 4.3.3 de ϕ que pour toute fonction positive,
continue et strictement concave h : ∆(K) → R l'inégalité ϕ(v + h) ≤ 0 est véri�ée.
Grâce à un argument symétrique on montre que ϕ change de signe en v, qui est donc
unique par la proposition 4.3.10. On montre de la même manière que vn a un unique
point d'accumulation et que lim vn = lim vλ. Par ailleurs, ces inégalités variationnelles
permettent de retrouver la caractérisation classique de v :

v = Cavp[min(Ψ(0), v)]

= V exq[max(Ψ(0), v)].

4.4.4 Jeux absorbants à information incomplète

L'approche en terme d'opérateurs est également utilisée dans [51] pour le cas des jeux
absorbants à observation incomplète d'un côté. La preuve est complexe et nous nous
contenterons d'en donner un bref aperçu.
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Comme dans la section 4.4.3, on utilise l'approche de la majoration locale et on dé-
montre que tout point d'accumulation v de vλ appartient à l'ensemble S + dé�ni dans
la section 4.3.2. Mais à cause de l'asymétrie d'information cela permet pas d'en déduire
immédiatement que v est également dans S −. Par contre, on peut déduire du fait que
v ∈ S + l'inégalité

v ≥ lim sup
λ→0

vλ

ce qui entraîne l'unicité du point d'accumulation v et donc la convergence de vλ vers v.
On montre de la même manière que tout point d'accumulation w de vn est dans S + et
véri�e donc

w ≥ lim sup
λ→0

vλ = v.

Un dernier argument entraîne l'inégalité inverse et donc la convergence de vn vers la même
limite v.

4.4.5 Jeux récursifs

On se place dans le cadre de la section 3.1.3, on va donner une nouvelle preuve de la
proposition 3.1.5 en utilisant l'approche en termes d'opérateurs.

Soit Γ un jeu récursif, soit Ω∗ l'ensemble des états absorbants et Ω0 l'ensemble des
états non absorbants. Pour ω ∈ Ω∗ on note g(ω) le paiement de continuation dans l'état
ω. Sans perte de généralité on supposera Ω∗ = {ω, ω}, g(ω) = 1 et g(ω) = −1.

Soit F = {f : Ω → R} = R|Ω|. On rappelle que l'opérateur de Shapley Ψ : F → F
d'un tel jeu est donné par :

Ψ(f)(ω) = f(ω) + 1

Ψ(f)(ω) = f(ω)− 1

tandis que si ω ∈ Ω0,

Ψ(f)(ω) = sup
x∈X

inf
y∈Y

Eρ(x,y,ω)f

= inf
y∈Y

sup
x∈X

Eρ(x,y,ω)f.

En particulier pour tout f ∈ F , ω ∈ Ω0, L > 0 et λ ∈ [0, 1] les égalités

Ψ(Lf)(ω) = LΨ(f)(ω) (4.4.4)

Φ(λ, f)(ω) = (1− λ)Ψ(f)(ω) (4.4.5)

sont véri�ées.
On en déduit la caractérisation suivante :

L + =

f ∈ F ,

Ψ(f)(ω) ≤ f(ω) ∀ω ∈ Ω0

Ψ(f)(ω) < f(ω) ∀ω ∈ Ω0 tel que f(ω) < 0
f(ω) ≥ 1
f(ω) ≥ −1

 (4.4.6)
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et symétriquement

L − =

f ∈ F ,

Ψ(f)(ω) ≥ f(ω) ∀ω ∈ Ω0

Ψ(f)(ω) > f(ω) ∀ω ∈ Ω0 tel que f(ω) > 0
f(ω) ≤ 1
f(ω) ≤ −1


À l'aide de cette caractérisation on peut établir de la façon suivante que vn et vλ

convergent vers une limite commune :
Démonstration de la Proposition 3.1.5. Soit v un point d'accumulation de la famille
vλ, d'après le corollaire 4.3.3 il su�t de démontrer que v est dans l'intersection L +

⋂
L −

pour établir que vn et vλ convergent tous deux vers v.
Puisque v est point d'accumulation de vλ, il est immédiat que v(ω) = 1 et v(ω) = −1,

et d'autre part la proposition 4.2.15 et l'équation (4.4.5) entraînent que pour tout ω ∈ Ω0,

v(ω) = Φ(0, v)(ω) = Ψ(v)(ω). (4.4.7)

Soit ε > 0 ; on va construire v′ ∈ L + tel que ‖v − v′‖∞ ≤ ε. Ceci se fait en plusieurs
étapes.

Première étape.
Dans cette étape on construit v′, les étapes ultérieures nous assureront que v′ ∈ L +.

On cherche un vecteur v′ véri�ant les conditions suivantes :

a) v(ω) ≤ v′(ω) ≤ v(ω) + ε ∀ω ∈ Ω.

b) v′(ω) = 1 et v′(ω) = −1.

c) Si ω ∈ Ω0, Ψ(v′)(ω) ≤ v′(ω).

d) Si ω ∈ Ω0, Ψ(v′)(ω) = v′(ω) ⇔ v′(ω) = v(ω) + ε.

Pour cela, considérons tout d'abord le vecteur v1 égal à v sur Ω∗ et à v + ε sur Ω0. Il
véri�e les conditions a) et b), ainsi que la condition c) puisque Ψ est contractant et que
l'équation (4.4.7) est véri�ée. S'il véri�e également d), on prend v′ = v1.

Sinon, il existe ω1 ∈ Ω0 tel que Ψ(v1)(ω1) < v1(ω1). Par continuité de Ψ, il existe
un vecteur v2 tel que v2 = v1 sur Ω\{ω1}, v(ω1) ≤ v2(ω1) < v1(ω1) = v(ω1) + ε, et
Ψ(v2)(ω1) < v2(ω1). Par construction v2 véri�e les propriétés a) et b), ainsi que c) et d)
en ω1. De plus pour ω ∈ Ω0\{ω1}, on a par monotonie de Ψ

Ψ(v2)(ω) ≤ Ψ(v1)(ω)

≤ v1(ω)

= v2(ω)

et c) est donc véri�ée. Si d) est véri�ée, on prend v′ = v2.
Sinon, il existe ω2 ∈ Ω0\{ω1} tel que Ψ(v2)(ω2) < v2(ω2). Par continuité de Ψ, il existe

un vecteur v3 tel que v3 = v2 sur Ω\{ω2},

v(ω1) ≤ v3(ω1) < v(ω1) + ε

v(ω2) ≤ v3(ω2) < v(ω2) + ε
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et

Ψ(v3)(ω1) < v3(ω1)

Ψ(v3)(ω2) < v3(ω2)

On véri�e que v3 véri�e les conditions a) b) et c). S'il véri�e c) on prend v′ = v3 sinon
on continue. L'ensemble Ω0 étant �ni, on est assuré que cette construction se termine et
donc de l'existence de v′ véri�ant les conditions a) b) c) et d).

On a ‖v′ − v‖∞ ≤ ε, il nous reste à démontrer que v′ ∈ L +. Soit

Ω′ := {ω ∈ Ω0, Ψ(v′)(ω) = v′(ω)} = {ω ∈ Ω, v′(ω) = v(ω) + ε} (4.4.8)

Puisque v′ véri�e b) c) et d), la caractérisation (4.4.6) nous assure que v′ ∈ L + si et
seulement si v′(ω) ≥ 0 pour tout ω ∈ Ω′. Il su�t donc d'établir que v(ω) ≥ 0 sur Ω′ et
c'est ce que l'on va faire dans le reste de la démonstration.

Il est intéressant de remarquer que si le joueur 2 n'a aucune in�uence sur les transitions
(et donc sur le jeu) les propriétés c) et d) entraînent que pour tout état dans Ω′ le Joueur
1 a une action qui lui assure de rester dans Ω′, et peut donc s'assurer un paiement nul
indé�niment si l'état initial est dans Ω′. Ainsi, tout v point d'accumulation de vλ est
nécessairement positif sur Ω′. Dans le cas général il n'est pas vrai que le Joueur 1 peut
s'assurer de rester dans Ω′ au cours de la partie, mais on va montrer analytiquement que
v est tout de même positif. Une interprétation est que si le Joueur 2 joue bien, alors le
joueur 1 peut s'assurer de rester dans Ω′.

Deuxième étape.
Soit k le vecteur égal à 1 sur Ω′ et à 0 sur Ω\Ω′, et soit

η := inf
ω∈Ω\Ω′

{v(ω) + ε− v′(ω)}.

Par dé�nition de Ω′, η est strictement positif. On montre que pour tout α ∈ [0, η] et tout
ω ∈ Ω0, l'inégalité

Ψ(v + αk)(ω) ≥ (v + αk)(ω) (4.4.9)

est véri�ée. C'est le cas si ω /∈ Ω′ puisqu'alors par monotonie de Ψ

Ψ(v + αk)(ω) ≥ Ψ(v)(ω) = v(ω) = (v + αk)(ω).

Si ω ∈ Ω′, Ψ étant contractant,

Ψ(v′)(ω)−Ψ(v + αk)(ω) ≤ ‖Ψ(v′)−Ψ(v + αk)‖∞
≤ ‖v′ − v − αk‖∞
= max(ε− α, ε− η)

= ε− α

et donc

Ψ(v + αk)(ω) ≥ Ψ(v′)(ω) + α− ε

= (v + αk)(ω).
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Supposons un instant que l'inégalité (4.4.9) soit également véri�ée en ω et ω, on aurait
alors pour tout L > 0

Ψ(L · 0 + v + ηk) ≥ (L+ 1) ∗ 0 + v + ηk

autrement dit pour tout λ = 1
L+1

on aurait

Φ(λ, λ(v + ηk)) ≥ λ(v + ηk).

En itérant cette relation à λ �xé, on trouverait

vλ ≥ λ(v + ηk)

d'où v ≥ 0 en faisant tendre λ vers 0 puisque v est point d'accumulation de vλ.
Troisième étape.
Cependant, en réalité on a Ψ(v + ηk)(ω) < v(ω). Il nous faut donc faire un raisonne-

ment plus �n en rajoutant des termes d'erreur.
On montre que pour tout λ ∈]0, 1] et α ∈ [0, η],

Φ(λ, v + αk) ≥ (1− λ)v + (λ+ (1− λ)α)k − λ. (4.4.10)

En e�et on a

Φ(λ, v + αk)(ω) = 1 > 1− 2λ = (1− λ)v(ω) + (λ+ (1− λ)α)k(ω)− λ

Φ(λ, v + αk)(ω) = −1 = (1− λ)v(ω) + (λ+ (1− λ)α)k(ω)− λ

tandis que pour ω ∈ Ω0, les équations (4.4.5) et (4.4.9) entraînent

Φ(λ, v + αk)(ω) = (1− λ)Ψ(v + αk)(ω)

≥ (1− λ)v(ω) + (1− λ)αk(ω)

≥ (1− λ)v(ω) + (1− λ)αk(ω) + λ(k(ω)− 1)

= (1− λ)v(ω) + (λ+ (1− λ)α)k(ω)− λ.

Quatrième étape.
On montre par récurrence sur n que pour tout λ ∈]0, 1] véri�ant (1− λ)n−1 ≥ 1

1+η
,

Φn(λ, v) ≥ (1− λ)nv + (1− (1− λ)n)k + (1− λ)n − 1. (4.4.11)

Le cas n = 1 se déduit de l'inégalité (4.4.10) avec α=0.
Supposons la propriété vraie au rang n− 1. On véri�e que

Φn(λ, v)(ω) = 1 > 2(1− λ)n − 1 = (1− λ)nv(ω) + (1− (1− λ)n)k(ω) + (1− λ)n − 1

Φn(λ, v)(ω) = −1 = (1− λ)nv(ω) + (1− (1− λ)n)k(ω) + (1− λ)n − 1

tandis que pour ω ∈ Ω0, l'hypothèse de récurrence et la monotonie de Φ entraînent

Φn(λ, v)(ω) = Φ(λ,Φn−1(λ, v))(ω)

≥ Φ
(
λ, (1− λ)n−1v + (1− (1− λ)n−1)k + (1− λ)n−1 − 1

)
(ω)

= (1− λ)n−1Φ

(
λ, v +

1− (1− λ)n−1

(1− λ)n−1
k

)
(ω) + (1− λ)n − (1− λ).
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On a supposé (1 − λ)n−1 ≥ 1
1+η

donc 1−(1−λ)n−1

(1−λ)n−1 ≤ η, on peut donc appliquer l'inégalité
(4.4.10) qui implique

Φn(λ, v)(ω) ≥ (1− λ)n−1

[
(1− λ)v(ω) + (λ+ (1− λ)

1− (1− λ)n−1

(1− λ)n−1
)k(ω)− λ

]
+(1− λ)n − (1− λ)

= (1− λ)nv(ω) + (1− (1− λ)n)k(ω) + (1− λn)− 1

+λ(1− (1− λ)n−1)(1− k(ω))

≥ (1− λ)nv(ω) + (1− (1− λ)n)k(ω) + (1− λn)− 1

Cinquième étape.
Soit λ ∈]0, 1] et n tel que

(1− λ)n <
1

1 + η
≤ (1− λ)n−1.

L'inégalité 4.4.11 entraîne que pour tout ω ∈ Ω′,

(1− λ)nv(ω) ≤ Φn(λ, v)(ω)

≤ Φn(λ, vλ)(ω) + (1− λ)n‖v − vλ‖∞
≤ vλ(ω) + ‖v − vλ‖∞
≤ v(ω) + 2‖v − vλ‖∞

d'où

v(ω) ≥ −2
‖v − vλ‖∞

1− (1− λ)n

≥ −2
‖v − vλ‖∞
1− 1

1+η

.

Ceci est vrai pour tout λ ; puisque v est point d'accumulation de vλ on en déduit �nalement
que v est positif sur Ω′, ce qui achève la démonstration.

4.5 Cas où l'approche initiale ne su�t pas

4.5.1 Cas d'un jeu à 0 joueurs où il faut considérer le jeu par bloc
de deux étapes

On considère le jeu stochastique �ni Γ avec espace d'états Ω = {ω0, ω1}, des ensembles
d'actions réduits à un élément chacun (jeu à 0 joueur), un paiement g(ωi) = i et une
transition déterministe ρ(ωi|ωi) = 0. Il est clair que dans un tel jeu vn et vλ convergent

vers le vecteur

(
1
2
1
2

)
.

L'opérateur de Shapley de ce jeu est donné par

Ψ

(
c0
c1

)
=

(
c1

c0 + 1

)
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et on véri�e que les ensembles donnés par l'approche en termes d'opérateurs sont :

L + =

{(
c
c

)
, c ≥ 1

}
et

L − =

{(
c
c

)
, c ≤ 0

}
.

et l'intersection L +
⋂

L − est vide : l'approche initiale en termes d'opérateur ne permet
donc pas de conclure. On peut cependant remarquer que si on considère le jeu Γ2 par
blocs de deux étapes, celui a pour opérateur de Shapley

Ψ2

(
c0
c1

)
=

(
c0 + 1
c1 + 1

)
et les ensembles donnés par l'approche en termes d'opérateurs sont :

L +
2 =

{(
c
c

)
, c ≥ 1

}
et

L −
2 =

{(
c
c

)
, c ≤ 1

}
.

On applique le corollaire 4.3.3 à cet opérateur Ψ2, ce qui établit que dans le jeu par
blocs de deux étapes les valeurs des jeux �niment répétés ou escomptés convergent vers

le vecteur

(
1
1

)
. Ceci entraîne immédiatement que dans le jeu Γ initial les valeurs vn et

vλ convergent vers le vecteur

(
1
2
1
2

)
.

Il semble donc naturel de généraliser l'approche opératorielle en une approche opérato-
rielle itérée où l'on étudie non seulement les ensembles L + et L − associés à un opérateur
Ψ, mais également les ensembles L +

m et L −
m associés aux opérateurs itérés Ψm. Ceci était

déja suggéré dans l'appendice de [64], et est l'objet de l'article présenté dans le chapitre
5 de ce manuscrit.

4.5.2 Un exemple

Le but de cette section est de montrer que la limite des valeurs d'un jeu ne dépend pas
uniquement de la donnée de l'opérateur de récession Φ(0, ·) et de l'opérateur dérivé ϕ.
Nous allons établir qu'il existe deux jeux, chacun à deux états et deux actions, d'opérateurs
de Shapley Ψ1 et Ψ2, tels que pour tout x on a Φ1(λ, x) = Φ2(λ, x) dès que λ < λ0(x),
et ayant des valeurs uniformes distinctes. Ceci implique que les résultats de la section 4.3,
qui ne prennent en compte que le comportement de Φ pour λ petit, ne peuvent s'appliquer
à ces jeux.

On considère la famille de jeux stochastiques Γc, paramétrée par c ∈]2, 10[ : on a deux
états ω1 et ω2 et deux actions P (Part) et R (Reste) pour chaque joueur. Les paiements
dans les deux états en fonctions des actions sont donnés par les tableaux suivants :
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P R
P -6 10
R -2 10

dans l'état 1 et

P R
P c 2
R -10 -10

dans l'état 2.
Les transitions sont données comme suit : si les deux joueurs jouent P , alors l'état

change, sinon il reste le même.
Soit Ψc l'opérateur de Shapley de Γc. Montrons la proposition

Proposition 4.5.1 Φc(0, ·) et ϕc ne dépendent pas de c.

Démonstration. Il est clair que Φc(0, x) = x pour tout x dans R2 puisque chaque joueur
peut forcer l'état à rester le même en jouant R.

Soit x =

(
x1

x2

)
; on calcule que

Φc(α, x)(ω1) = Val

(
−6α+ (1− α)x2 10α+ (1− α)x1

−2α+ (1− α)x1 10α+ (1− α)x1

)
Φc(α, x)(ω2) = Val

(
−cα + (1− α)x1 2α+ (1− α)x2

−10α+ (1− α)x2 −10α+ (1− α)x2

)
et on en déduit que

a) Si x1 ≥ x2, alors pour tout α > 0, Φc(α, x) =

(
−2α+ (1− α)x1

2α+ (1− α)x2

)
.

b) Si x1 < x2 alors Φc(α, x) =

(
10α+ (1− α)x1

−10α+ (1− α)x2

)
pour tout α < x2−x1

20+x2−x1
.

Donc pour tout x il existe α0(x) tel que Φc(α, x) ne dépend pas de c dès que α ≤ α0(x).
Ceci entraîne que ϕc ne dépend pas de c.

D'autre part on montre que

Proposition 4.5.2 Dans le jeu Γc, on a lim vn = lim vλ = ( c−6
2

; c−6
2

)

Démonstration. On va établir que ( c−6
2

; c−6
2

) est la valeur uniforme du jeu en démontrant
que pour chaque joueur, jouer P à chaque étape est une stratégie ε-optimale dans tout
jeu assez long.

En e�et, si le joueur 1 joue toujours P , ses gains d'étapes sont contenus dans l'ensemble
{2, 10,−6, c}. De plus les paiements c et −6 ne sont obtenus que lorsque l'état change, il
y a donc au plus un écart de 1 entre le nombre d'étapes où le gain est −6 et le nombre
d'étapes où le gain est c. On a par hypothèse c < 10 donc c−6

2
< 2, cette stratégie assure

donc au joueur 1 le paiement n−1
n

c−6
2
− 6

n
dans le jeu en n étapes. Un argument symétrique
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montre que le joueur 2 peut garantir un paiement inférieur à n−1
n

c−6
2

+ c
n
dans le jeu en n

étapes, ce qui permet de conclure que ( c−6
2

; c−6
2

) est la valeur uniforme du jeu.
Pour comprendre ce qui se passe, nous allons étudier plus en détail les opérateurs Ψc

en fonction de c.
Le fait que pour tout x ∈ R2, Φc(λ, x) ne dépend pas de c pour λ petit peut se réécrire

en terme de Ψc : pour tout x ∈ R2 la quantité Ψc(Lx) ne dépend pas de c lorsque le réel
L est su�samment grand.

Considérons par exemple le cas de c = 4 et c = 8 (voir �gure 4.1). On véri�e que

Ψ4(x)(ω2) = Val

(
4 + x1 2 + x2

−10 + x2 −10 + x2

)

=


2 + x2 si x2 − x1 ≤ 2

4 + x1 si 2 ≤ x2 − x1 ≤ 14

−10 + x2 si x2 − x1 ≥ 14

tandis que

Ψ8(x)(ω2) = Val

(
8 + x1 2 + x2

−10 + x2 −10 + x2

)

=


2 + x2 si x2 − x1 ≤ 6

8 + x1 si 6 ≤ x2 − x1 ≤ 18

−10 + x2 si x2 − x1 ≥ 18

Puisque Ψc(x)(ω1) ne dépend pas de c, on en déduit que Ψ4(x) = Ψ8(x) dès que x
est en dehors de la bande B = {x ∈ R2, 2 ≤ x2 − x1 ≤ 18}. Cette bande ne contenant
aucune demi droite passant par 0, on retrouve donc bien le fait que pour tout x dans R2

l'identité
Ψ4(Lx) = Ψ8(Lx)

est véri�ée pour tout réel L assez grand. Considérons maintenant les quantités Vn = Ψn
4 (0)

et V ′
n = Ψn

8 (0). On a V0 = V ′
0 et V1 = V ′

1 , mais à partir de n = 2 ces valeurs restent
dans la bande B et peuvent donc suivre des trajectoires di�érentes, ce qui explique que

lim
Vn

n
= −1 et lim

V ′
n

n
= 1.

Il est intéressant de noter que la bande B contient des droites ne passant pas par 0,
on a par exemple

Ψ4

(
L

(
1
1

)
+

(
0
10

))
6= Ψ8

(
L

(
1
1

)
+

(
0
10

))
pour tout L ∈ R.

On peut également remarquer que pour tout a ∈ R,

(Ψ4)
2

(
a
a

)
=

(
a− 4
a+ 2

)
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Fig. 4.1 � Trajectoires de Vn et V ′
n
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tandis que

(Ψ8)
2

(
a
a

)
=

(
a− 4
a+ 4

)
et pour x =

(
1
1

)
les opérateurs itérés ne véri�ent donc pas

(Ψ4)
2(Lx) = (Ψ8)

2(Lx)

pour tout L assez grand.

Remarque 4.5.3 Cela soulève les deux questions suivantes :

a) Soient 2 opérateurs de Shapley Ψ et Ψ′ de F dans lui même. On suppose que pour
tout x et k dans F , l'égalité

Ψ(Lx+ k) = Ψ′(Lx+ k)

est satisfaite dès que L est assez grand. Est-il possible que les valeurs vn et v′n
convergent vers des limites distinctes ?

b) Soient 2 opérateurs de Shapley Ψ et Ψ′ de F dans lui même. On suppose que pour
tout x dans F et m dans N∗, l'égalité

Ψm(Lx) = Ψ′m(Lx)

est satisfaite dès que L est assez grand. Est-il possible que les valeurs vn et v′n
convergent vers des limites distinctes ?
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Chapitre 5

Itérés d'opérateurs MHa

Ce chapitre est constitué de l'article "Values of stochastic games and iterated mono-
tonic nonexpansive operators" ainsi que de compléments.
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Values of stochastic games and iterated monotonic nonexpansive
operators

Abstract

We consider an operator Ψ de�ned on a set of real valued functions and satisfying two

properties of monotonicity and additive homogeneity. This is motivated by the case of zero

sum stochastic games, for which the Shapley operator is monotone and additively homogeneous.

We study the asymptotic of the trajectories de�ned by vn = Ψn(0)
n (n ∈ N,n → ∞) and

vλ = λΨ
(

1−λ
λ vλ

)
(λ ∈ (0, 1], λ → 0). Examining the iterates of Ψ, we exhibit analytical

conditions on the operator that imply that vn and vλ have at most one accumulation point for

the uniform norm. In particular this establishes the uniform convergence of vn and vλ to the same

limit for a large subclass of the class of games where only one player control the transitions. We

also study the general case of two players controlling the transitions, giving a su�cient condition

for convergence.

5.1 Introduction

An important topic in the theory of two-player zero-sum repeated games is the asymptotic
behavior of the values of �nitely repeated (resp. discounted) games when the number of
stage becomes large (resp. when the discount factor tends to 0). Three main questions in
this framework are: existence of the limits, their equality, and their identi�cation. Positive
results have been obtained for di�erent class of games, for example absorbing games [22],
recursive games [15], games with incomplete information [3, 30], �nite stochastic games
[5, 6], and Markov chain games [47] but the original proofs in each case are speci�c.

In this paper we follow the operator approach based of the recursive structure of
repeated games. This was used in [53] and [64] to give new proofs in the case of both
absorbing games and games with incomplete information. The idea is to split the problem
in two parts: on the �rst hand, one can derive from some characteristics of a repeated
zero-sum game (e.g. number of states, topology of the sets of action, nature of the
transition function) analytical properties of its Shapley operator. On the other hand, the
asymptotic behavior of some trajectories de�ned by such an operator can be inferred by
these analytical properties. Following an idea evoked in the appendix of [64], we extend
methods of [53] to study iterates of Shapley operators.
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Section 2 is devoted to the �rst de�nitions and results.
In section 3 we consider two class of stochastic games: the case where one player

controls the transition; as well as the case of a bounded payo� function. We prove that
the Shapley operator of a game in which one player controls the transition (resp. in which
the payo� is bounded) satisfy a convexity inequality (resp. a Lipschitz condition). In the
�nite dimensional case, there are inverse properties: an operator satisfying this convex
inequality (resp. this Lipschitz condition) is the Shapley operator of a game in which one
player controls the transition (resp. in which the payo� is bounded).

In section 4 we establish that some properties of Shapley operators induce the same
properties on their iterates.

In section 5 we use this to prove the convergence of vn and vλ for some particular
operators, hence for some classes of games. We establish that for any game where only
one player control the transitions, both family vn and vλ have at most one accumulation
point for the uniform norm. In particular when the state space is precompact and when
the vn and vλ are uniformly equicontinuous there is convergence of both families to the
same limit.

Section 6 is an appendix consisting of technical results.

5.2 De�nitions

5.2.1 MHa Operators

Given a set Ω, de�ne F0 as the set of bounded real functions on Ω endowed with the
uniform norm ‖ · ‖∞, and with the usual partial order: f1 ≤ f2 if and only if f(ω) ≤ g(ω)
for all ω in Ω.

From now on F is a closed (hence complete) convex cone in F0 containing the con-
stants. A mapping Ψ from F to itself is a MHa (Monotone Homogeneous additively)
operator if it satis�es both property:

(M) Monotonicity : f ≤ g =⇒ Ψ(f) ≤ Ψ(g)

(Ha) Homogeneous additivity Ψ(f + c) = Ψ(f) + c for c ∈ R

It is immediate to check that any MHa operator satis�es the following additional
property:

(Ne) Nonexpansiveness ‖Ψ(x)−Ψ(y)‖∞ ≤ ‖x− y‖∞ ∀(x, y) ∈ X2

We consider, for n ∈ N and λ ∈]0, 1], the following iterates and �xed points:

Vn = Ψ(Vn−1) = Ψn(0) (5.2.1)

Vλ = Ψ((1− λ)Vλ) (5.2.2)

Notice that Vλ is well-de�ned since the nonexpansiveness of Ψ implies that Ψ((1 − λ)·)
is strictly contracting on the complete set F , hence has a unique �xed point
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Example 5.2.1 For any c ∈ R, the mapping J from R to itself de�ned by J(x) = x+ c
is nonexpansive. In that case, Vn = nc and Vλ = c

λ
.

These quantities being unbounded in general (see previous example), we also introduce
their normalized versions

vn =
Vn

n
(5.2.3)

vλ = λVλ (5.2.4)

In the previous example, one gets vn = vλ = c for all n and λ. In general it is easy to
prove that these normalized quantities are bounded:

Lemma 5.2.2 For any nonexpansive operator Ψ, sequences vn and vλ are bounded by
‖Ψ(0)‖.
Proof. Since Ψ is non expansive,

‖Vn − Vn−1‖ = ‖Ψ(Vn−1)−Ψ(Vn−2)‖ ≤ ‖Vn−1 − Vn−2‖.
By induction this implies that

‖Vn‖ ≤ n‖V1‖ = n‖Ψ(0)‖.
On the other hand, again using the fact that Ψ is nonexpansive,

‖Vλ‖ − ‖Ψ(0)‖ ≤ ‖Vλ −Ψ(0)‖
= ‖Ψ((1− λ)Vλ)−Ψ(0)‖
≤ (1− λ)‖Vλ‖

and so
‖vλ‖ = λ‖Vλ‖ ≤ ‖Ψ(0)‖.

A consequence is that the family vn is of slow variation:

Lemma 5.2.3 If Ψ satis�es (Ne), then ‖vn+1 − vn‖ = O(1/n)

Proof. ∥∥∥∥Ψn+1(0)

n+ 1
− Ψn(0)

n

∥∥∥∥
∞

≤ ‖Ψn+1(0)‖∞
n(n+ 1)

+
1

n
‖Ψn+1(0)−Ψn(0)‖∞

≤ 2

n
‖Ψ(0)‖∞

To point out the link between the families {vn}n∈N and {vλ}λ∈]0,1] it is also of interest
to introduce the family of strictly contracting operators Φ(α, ·), α ∈]0, 1], de�ned by

Φ(α, x) = αΨ

(
1− α

α
x

)
. (5.2.5)

Then vn and vλ satisfy the relations

vn = Φ

(
1

n
, vn−1

)
; v0 = 0 (5.2.6)

vλ = Φ(λ, vλ) (5.2.7)
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5.2.2 Shapley operators

A typical example of such an operator is obtained in the framework of zero-sum two player
stochastic games [55]: Ω is a metric space of states, A and B are compact metric action
sets for player 1 and 2 respectively, g is the continous payo� from A×B×Ω to R, and ρ
is the continuous transition probability from A×B×Ω to ∆f (Ω), the set of probabilities
on Ω with �nite support . Denote by F the set of continuous bounded real functions on
Ω. We suppose in addition that for each f ∈ F and each b ∈ B (resp. and each a ∈ A),∫

Ω
f(·)dρ(·|a, b, w) is jointly continuous on A× Ω (resp. on B × Ω).
The game is played as follow: an initial stage ω1 ∈ Ω is given, known by each player.

At each stage m, knowing past history and current state ωm, player 1 (resp. player 2)
chooses σ ∈ ∆(A) (resp. τ ∈ ∆(B)). A move am of player 1 (resp. bm of player 2) is
drawn accordingly to σ (resp. τ). The payo� gm at stage m is then g(am, bm, ωm) and
ωm+1, the state at stage m+ 1, is drawn accordingly to ρ(am, bm, ωm).

There are several ways of evaluating a payo� for a given in�nite history:

a) 1
n

∑n
m=1 gm is the payo� of the n−stage game

b) λ
∑+∞

m=1(1− λ)i−1gm is the payo� of the λ−discounted game.

For a given initial state ω, we denote the values of those games by vn(ω) and vλ(ω)
respectively; vn and vλ are thus functions from Ω into R.

The Shapley operator Ψ of this stochastic game is the mapping from F to itself de�ned
by, for each f ∈ F and ω ∈ Ω,

Ψ(f)(ω) = sup
σ∈∆(A)

inf
τ∈∆(B)

{
g(σ, τ, ω) +

∫
Ω

f(ω′)dρ(ω′|σ, τ, ω)

}
(5.2.8)

= inf
τ∈∆(B)

sup
σ∈∆(A)

{
g(σ, τ, ω) +

∫
Ω

f(ω′)dρ(ω′|σ, τ, ω)

}
(5.2.9)

where we still denote by g and ρ the multilinear extensions from A×B to ∆(A)×∆(B)
of the corresponding function.

Such a Shapley operator is a MHA operator, and the value vn of the n-stage game
(resp. the value vλ of the λ-discounted game) satisfy relation (5.2.6) (resp. (5.2.7)),
see [59] for example.

This recursive structure holds in a wide class of games [34] ; more generally we will
thus say that an operator from F to itself is a Shapley operator if there are two sets X
and Y , and two functions g : X × Y × Ω → R and ρ : X × Y × Ω → ∆fΩ such that for
any f ∈ F and ω ∈ Ω,

Ψ(f)(ω) = sup
σ∈X

inf
τ∈Y

{
g(σ, τ, ω) +

∫
Ω

f(ω′)dρ(ω′|σ, τ, ω)

}
(5.2.10)

= inf
τ∈Y

sup
σ∈X

{
g(σ, τ, ω) +

∫
Ω

f(ω′)dρ(ω′|σ, τ, ω)

}
. (5.2.11)

Notice that any such operator is MHa.
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The asymptotic behavior of vn (resp. vλ) as n tends to +∞ (resp. as λ tends to 0) is
a major topic in game theory: one study properties of a stochastic game through a family
of games with expected duration converging to in�nity. This approach is also called the
compact case since we can interpret vn and vλ as values of some time-discretizations of
a game played in continuous time between time 0 and 1 [59]. In that framework letting
n go to in�nity or λ to 0 gives a �ner and �ner discretization of the continuous interval
[0, 1], hence it is natural to expect convergence of those values.

5.2.3 Finite dimension

When Ω is �nite with cardinal k, we identify it to {1, · · · , k} and F to Rk. To simplify
the notations in that case, we will write ∆k instead of ∆f (Ω), and we will write the state
as an index in Ψ, g and ρ. For example formula (5.2.8) will be written as

Ψi(x) = sup
σ∈∆(A)

inf
τ∈∆(B)

{gi(σ, τ) + 〈ρi(σ, τ), x〉} (5.2.12)

where 〈 , 〉 is the usual scalar product.
In that �nite dimensional case MHa operators are known as topical operators and have

been widely studied [16, 17, 20]. In particular it is known that properties (M) and (Ha)
provide a characterization of Shapley operators [25]:

Proposition 5.2.4 An operator Ψ from Rk to itself is the Shapley Operator of a k-states
stochastic game if and only if it is a MHa operator.

Even in that �nite dimensional case, there are examples of nonexpansive operators [24]
or MHa operators [20] such that neither vn nor vλ does converge.

5.3 Axiomatic Approach

The aim of this part is to link the characteristics of a game to some properties of its
Shapley operator.

5.3.1 Property satis�ed by Player 1-controlled games

De�nition 5.3.1 A stochastic game is Player 1-controlled if the �rst player controls the
transitions, that is if the transition function ρ does not depend on the action v ∈ V of the
second player.

We will characterize Player 1-controlled games by introducing a new property of op-
erators:

De�nition 5.3.2 An operator Ψ from F to itself satis�es property (C) if for every ω
in Ω the function Ψ(·)(ω) is a convex mapping from F to R: for any f1, f2 in F and
t ∈ [0, 1],
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Ψ(tf1 + (1− t)f2) ≤ tΨ(f1) + (1− t)Ψ(f2)

A MHaC operator is an operator satisfynig properties (M) (Ha) and (C) ; we prove
the following Proposition:

Proposition 5.3.3 Any Shapley operator of a Player 1-controlled game is MHaC.

Proof. Since Ψ is a Shapley operator, we already know that it is MHa. Since the �rst
player controls the transitions, then for every ω ∈ Ω:

Ψ(tx+ (1− t)y) = sup
u∈∆(A)

inf
v∈∆(B)

{g(u, v, ω) + Eρ(u,ω)(tx+ (1− t)y)}

= sup
u∈∆(A)

{
t

[
inf

v∈∆(B)
{g(u, v, ω)}+ Eρ(u,ω)x

]
+ (1− t)

[
inf

v∈∆(B)
{g(u, v, ω)}+ Eρ(u,ω)y

]}
≤ t sup

u∈∆(A)

inf
v∈∆(B)

{g(u, v, ω) + Eρ(u,ω)x}

+(1− t) sup
u∈∆(A)

inf
v∈∆(B)

{g(u, v, ω) + Eρ(u,ω)y}

= tΨ(x) + (1− t)Ψ(y)

When Ω is �nite the reverse holds:

Proposition 5.3.4 An operator Ψ from Rk to itself is the Shapley operator of a player
1-controlled game i� it is MHaC.

Proof. Let Ψ be a MHaC operator from Rk to itself, and let Ψi be the i-th coordinate of
Ψ. Let D ⊂ Rk be the set on which every Ψi is di�erentiable and let Pi = {∇Ψi(x), x ∈
D}. Since any MHa operator is nonexpansive, Rademacher's theorem implies that D =
Rk.

For any f ∈ D, monotonicity of Ψ implies that

Ψi(f + tej) ≥ Ψi(f)

for all 1 ≤ i, j ≤ k and t > 0, hence that ∂Ψi

∂j
(f) ≥ 0. Homogeneous additivity implies

that for any c ∈ R,
Ψi(f + c) = Ψi(f) + c

hence that
∑k

j=1
∂Ψi

∂j
(f) = 1, which prove that Pi ⊂ ∆k for every i.

Moreover, Property (C) implies that for any i,

∀(x, y) ∈ Rk ×D, 〈∇Ψi(y), x− y〉 ≤ Ψi(x)−Ψi(y). (5.3.1)
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For any y ∈ D let gi(y) = Ψi(y)− 〈∇Ψi(y), y〉}. Let us prove that

Ψi(x) = sup
y∈D

{gi(y) + 〈∇Ψi(y), x〉}. (5.3.2)

Notice �rst that inequality (5.3.1) is

Ψi(x) ≥ sup
y∈D

{gi(y) + 〈∇Ψi(y), x〉}.

On the other hand,

sup
y∈D

{Ψi(y) + 〈∇Ψi(y), x− y〉} = Ψi(x) + sup
y∈D

{Ψi(y)−Ψi(x) + 〈∇Ψi(y), x− y〉}

≥ Ψi(x) + sup
y∈D

{−2‖y − x‖∞}

because Ψ is nonexpansive and Ψi(y) ∈ ∆k. Since D = Rk this proves (5.3.2).
Equation (5.3.2) establish that Ψ is the Shapley operator of a Player 1-controlled

game where the action set of the �rst player is D, payo� is g, and transitions are given
by ρi(y) = ∇Ψi(y).

5.3.2 Property satis�ed by games with a bounded payo�

Let us introduce a new property of operators:

(L) Lipschitz ∃K > 0, ∀x ∈ F , ∀t, t′ > 0,
∥∥tΨ (x

t

)
− t′Ψ

(
x
t′

)∥∥
∞ ≤ K|t− t′|

An operator is MHaL if it satis�es properties (M) (Ha) and (L) ; we show that as-
sumption (L) characterizes Shapley operators of games with bounded payo�:

Lemma 5.3.5 If Ψ is the Shapley operator of a game with bounded payo�, then Ψ is
MHaL.

Proof. It is enough to prove that if Ψ is a Shapley Operator it satis�es (L), which is a
consequence of the fact that Val is nonexpansive for the supremum norm: if g1 and g2 are
two functions from A×B to R then∣∣∣∣ Val

(σ,τ)∈A×B
{g1(σ, τ)} − Val

(σ,τ)∈A×B
{g2(σ, τ)}

∣∣∣∣ ≤ sup
(σ,τ)∈A×B

|g1(σ, τ)− g2(σ, τ)|.

For any ω, applying this inequality to g1(σ, τ) = tg(σ, τ, ω) +Ep(σ,τ,ω)x and g2(σ, τ) =
t′g(σ, τ, ω) + Ep(σ,τ,ω)x gives:∣∣∣tΨ(x

t

)
(ω)− t′Ψ

(x
t′

)
(ω)
∣∣∣ ≤ sup

∆(A)×∆(B)

|g(σ, τ, ω)| · |t− t′|

By hypothesis there is a K > 0 such that |g(a, b, ω)| ≤ K for all (a, b, ω) ∈ U × V ×Ω, so
Ψ satis�es (L).

We now prove a weak version of the reverse of Lemma 5.3.5. First de�ne:
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De�nition 5.3.6 A stochastic game with a Shapley operator Ψ de�ned in (5.2.10) has
a weakly bounded payo� if there exists K > 0 such that for every ε > 0, ω ∈ Ω and
f ∈ F , there exists an action uε ∈ X (resp. vε ∈ Y ) of Player 1 (resp. Player 2) which
is ε-optimal in Ψ(f)(ω), and such that |g(uε, vε, ω)| ≤ K.

In other terms, in a game with weakly bounded payo� there is a uniform bound K,
such that for any state and for any evaluation of the future, there are almost optimal
actions for each player which yields an expected payo� bounded by K.

With this new de�nition we can prove:

Proposition 5.3.7 If Ψ is MHaL from Rk to itself, then Ψ is the Shapley operator of a
game with weakly bounded payo�.

We �rst prove a preliminary result. As in the proof of Proposition 5.3.4 de�ne D ⊂ Rk

as the set on which every Ψi is di�erentiable. Then

Lemma 5.3.8 If Ψ : Rk → Rk is MHaL for a constant K and if x ∈ D, then for any i:

‖Ψi(x)− 〈∇Ψi(x), x〉‖ ≤ K

Proof. For any x and i, t → tΨi

(
x
t

)
is K-Lipschitz. If x ∈ D, this function is

di�erentiable at t = 1 and ∣∣∣∣(tΨi

(x
t

))′
t=1

∣∣∣∣ ≤ K

which implies the result.
We now prove Proposition 5.3.7:

Proof of Proposition 5.3.7. Suppose Ψ MHaL for a constant K and let 1 ≤ i ≤ k.
For every a and b in D de�ne Πi(a, b) =

∫ 1

0
∇Ψi(ta+ (1− t)b)dt. Ψi being di�erentiable

almost everywhere on any segment (because of the nonexpansiveness of Ψ), it implies
that Πi is well de�ned as soon as a 6= b, and also when a = b since we supposed that
u ∈ D.

De�ne gi(a, b) = Ψi(a)− 〈Πi(a, b), a〉.
We prove that for any x ∈ Rk

Ψi(x) = Vala∈D,b∈D{gi(a, b) + 〈Πi(a, b), x〉}

and that (a, a) is a couple of ε-optimal strategies as soon as a ∈ D
⋂
B(x, ε/2).

Let a ∈ D
⋂
B(x, ε/2) and b ∈ D. We have

gi(a, b) + 〈Πi(a, b), x〉 = Ψi(a) + 〈Πi(a, b), x− a〉 (5.3.3)

= Ψi(x) + (Ψi(a)−Ψi(x)) + 〈Πi(a, b), x− a〉 (5.3.4)

so
Ψi(x)− ε ≤ gi(a, b) + 〈Πi(a, b), x〉 ≤ Ψi(x) + ε.

On the other hand Ψi(x) − Ψi(y) =
〈∫ 1

0
∇Ψi(tx+ (1− t)y)dt, x− y

〉
, so gi(x, y) =

gi(y, x), which implies

Ψi(x)− ε ≤ gi(a, b) + 〈Πi(a, b), x〉 ≤ Ψi(x) + ε.

74



for any u ∈ D as soon as b ∈ D
⋂
B(x, ε/2). The couple (a, a) is thus a couple of ε−optimal

strategies.
This prove that Ψ is the Shapley operator of a game with weakly bounded payo� since

D = Rk and |gi(a, a)| ≤ K for every a ∈ D according to Lemma 5.3.8.

Remark 5.3.9 The interest of property (L) lies in the fact that one doesn't know if there
are stochastic games with �nite number of states and bounded payo� where the sequence
vn does not converge. By Lemma 5.3.5 and Proposition 5.3.7 this relates heavily to the
study of existence of a cycle time for MHaL Operators de�ned on a �nite dimensional
space.

5.3.3 Recession Operator

Let us de�ne a new property of operators: we say that Ψ satis�es property (R) if Ψ has
a recession operator R (Ψ), that is

∃ R (Ψ) : F → F , ∀x ∈ F , lim
t→0+

∥∥∥tΨ(x
t

)
−R (Ψ)(x)

∥∥∥
∞

= 0

Remark 5.3.10 Since
∥∥tΨ (x

t

)
−Φ(t, x)

∥∥
∞ ≤ t‖x‖∞, condition (R) is satis�ed if and

only if for any x ∈ F , Φ(λ, x) converges as λ goes to 0.
In particular, the Shapley operator of a game with bounded payo� satis�es condition

(R) and
R (Ψ)(·) = Φ(0, ·).

Remark 5.3.11 The recession operator R (Ψ) is additively homogeneous: for any c ∈ R
R (Ψ)(x+ c) = R (Ψ)(x) + c. It is also positively multiplicatively homogeneous : for any
c ∈ R+ R (Ψ)(cx) = cR (Ψ)(x).

An interest of the Recession operator lies in the following lemma

Lemma 5.3.12 Let Ψ be a MHAR operator, then any accumulation point for the uniform
norm of either {vn} or {vλ} is a �xed point of the recession operator R (Ψ).

Proof. Recall that

vn = Φ

(
1

n
, vn−1

)
vλ = Φ(λ, vλ)

so the result follow immediately from Remark 5.3.10, and Lemma 5.2.3 in the case of vn.

Remark 5.3.13 The set of �xed point of R (Ψ) may however be large, for example in
the case of games with incomplete information [53].

To conclude this section, we prove that either (L), or (C) in the �nite dimension case,
is a su�cient condition for (R) to hold:
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Lemma 5.3.14 If Ψ is MHaC from Rk to itself, then Ψ satis�es (R).

Proof. Given x ∈ Rk, let f(t) := tΨ
(

x
t

)
− tΨ(0) be de�ned from R+∗ to Rk. Since Ψ is

nonexpansive, ‖f(t)‖∞ ≤ t‖x/t‖∞ = ‖x‖∞, which implies that f is bounded. Moreover,

‖f(t)− f(t′)‖∞ ≤ |t− t′| · ‖Ψ(0)‖∞ + |t− t′| ·
∥∥∥Ψ(x

t

)∥∥∥
∞

+ t′ ·
∥∥∥Ψ(x

t

)
−Ψ

(x
t′

)∥∥∥
∞

≤ |t− t′| ·
(∥∥∥Ψ(x

t

)∥∥∥
∞

+ ‖Ψ(0)‖∞ +
‖x‖∞
t

)
so f is continuous. Finally, Ψ satis�es (C), which implies that for t′ < t:

f(t) = tΨ
(x
t

)
− tΨ(0)

= tΨ

(
t′

t
· x
t′

+

(
1− t′

t

)
· 0
)
− tΨ(0)

≤ t′Ψ
(x
t′

)
+ (t− t′)Ψ(0)− tΨ(0)

= f(t′).

We have established that each coordinate fi of f is nonincreasing and bounded, it follows
that each fi(t) converges as t goes to 0, which implies that Ψ satis�es (R).

Lemma 5.3.15 Any MHAL Operator satis�es property (R).

Proof. Suppose that Ψ is MHaL and let x ∈ F . Let h be the function de�ned on ]0, 1[
by h(t) = tΨ(x

t
). Since Ψ satis�es (L), for any sequence tn in ]0, 1[ converging to 0 the

corresponding sequence h(tn) is Cauchy, hence converges. This prove that the function h
converges as t goes to 0, which implies that Ψ satis�es (R).

The following corollary follows immediately from lemmas 5.3.5 and 5.3.15:

Corollary 5.3.16 If Ψ is the Shapley operator of a game with bounded pay o�, Ψ is
MHaR.

5.4 Iterated Operators

First let us de�ne the lim sup and lim inf of sequences in F0:

De�nition 5.4.1 For any bounded sequence xn in F0,

lim sup(xn)(ω) = lim sup(xn(ω))

for every ω.

Notice that
x ≤ lim supxn

for any accumulation point x of xn for the uniform norm, but that the lim sup of a sequence
is not necessarily an accumulation point itself for the uniform norm.

The following proposition, proved in [64], gives a su�cient condition for an element of
F to be greater than both lim sup vn and lim sup vλ:
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Proposition 5.4.2 Let Ψ : F → F be a MHa operator.
If x ∈ F satis�es Ψ(Lx) ≤ (L + 1)x for every L large enough, then lim sup vn ≤ x

and lim sup vλ ≤ x.
If x ∈ F satis�es Ψ(Lx) ≥ (L + 1)x for every L large enough, then lim sup vn ≥ x

and lim sup vλ ≥ x.

An interesting consequence is a su�cient condition for vn and vλ to converge: de�ne

L + = {x ∈ F ,Ψ(Lx) ≤ (L+ 1)x for all L large enough}
L − = {x ∈ F ,Ψ(Lx) ≥ (L+ 1)x for all L large enough} .

Then if the intersection L + ∩ L + is nonempty, it is a singleton {v} and v = lim vn =
lim vλ.

However, there are examples of simple games where Proposition 5.4.2 does not apply
immediately. Consider the following 0-player game (meaning that each set action is re-
duced to one element): there are two states ω0 and ω1 with payo� 0 and 1 respectively,
and a deterministic transition from each state to the other :

g(ω0) = 0

g(ω1) = 1

ρ(ω1|ω0) = 1

ρ(ω0|ω1) = 1

The Shapley operator of such a game is given by

Ψ

(
a
b

)
=

(
b

a+ 1

)
and one veri�es that

v2n =

(
1
2
1
2

)
v2n+1 =

(
n

2n+1
n+1
2n+1

)
vλ =

(
1−λ
2−λ

1
2−λ

)

hence both vn and vλ converges to

(
1

2
,
1

2

)
. In that case one checks that

L + = {(x, x), x ≥ 1}
L − = {(x, x), x ≤ 0}

hence the intersection is empty. However, let us consider the game played by blocks of
two stages. Its Shapley operator is given by:

Ψ̃

(
a
b

)
=

(
a+ 1
b+ 1

)
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and Proposition 5.4.2 immediately imply that in this new game both vn and vλ converge

to (1, 1), hence that in the initial game both vn and vλ converge to

(
1

2
,
1

2

)
.

Given a stochastic game Γ with a Shapley operator Ψ it is thus worthwhile to study
the game Γm played by blocks of stages of a �xed length m, with payo� at stage l equals
to
∑m

k=1 glm+k. This leads to a new Shapley operator equals to Ψm. Since the payo�
function in Γm is not bounded as m goes to +∞, it is convenient to also introduce the
game Γm, with payo� at stage l equals to 1

m

∑m
k=1 glm+k. The Shapley operator of this

normalized game is given by x→ 1
m
Ψm(mx).

This motivates us to de�ne, for a general MHA operator:

De�nition 5.4.3 If Ψ is an MHa operator and m ∈ N∗, we de�ne operators Ψm(·)
Φm(λ, ·), Ψm(·) and Φm(λ, ·)by:

Ψm(x) = Ψ
(
Ψm−1(x)

)
(5.4.1)

Φm(λ, x) = Φ(λ,Φm−1(λ, x)) (5.4.2)

Ψm(x) =
1

m
Ψm(mx) (5.4.3)

Φm(λ, x) = λΨm

(
1− λ

λ
x

)
(5.4.4)

vn,m =
(Ψm)n(0)

n
(5.4.5)

Φm(λ, ·) being 1− λ contracting, one can also de�ne

vλ,m = Φm (λ, vλ,m) (5.4.6)

In the two following propositions, we show that if an operator Ψ satis�es some prop-
erties, it is also the case for operators Ψm and Ψm:

Lemma 5.4.4 If Ψ is MHa, then so does Ψm for any m ∈ N. Moreover,

a) If Ψ is MHaC, so does Ψm.

b) If Ψ is MHaR, so does Ψm and R (Ψm) = (R (Ψ))m

c) If Ψ is MHaL for a constant K, so does Ψm for the constant mK.

Proof. If it easy to check that if Ψ is MHa, then Ψm is also MHa.
To prove part a) of the lemma, we proceed by induction on m: if we assume that Ψm

satis�es (C), then for any t ∈ [0, 1],

Ψm+1(tx+ (1− t)y) = Ψ(Ψm(tx+ (1− t)y))

≤ Ψ(tΨm(x) + (1− t)Ψm(y))

≤ tΨm+1(x) + (1− t)Ψm+1(y))

For assertion b) we also proceed by induction on m: assume that Ψm satis�es (R) and
R (Ψm) = (R (Ψ))m and �x x in F . Since Ψm satis�es (Ne), it follows that∥∥∥∥tΨm+1

(x
t

)
− tΨm

(
R (Ψ)(x)

t

)∥∥∥∥
∞
≤
∥∥∥tΨ(x

t

)
−R (Ψ)(x)

∥∥∥
∞
. (5.4.7)
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Since Ψ satis�es (R), the righthand member of (5.4.7) goes to 0 as t converges to 0. The
induction hypothesis implies that∥∥∥∥tΨm

(
R (Ψ)(x)

t

)
−R (Ψ)m+1(x)

∥∥∥∥
∞

goes to 0 as well, and so we have established the convergence to 0 of∥∥∥tΨm+1
(x
t

)
−R (Ψ)m+1(x)

∥∥∥
∞

as required.
For part c) we proceed again by induction: assume the property true for m. Notice

that

tΨm+1
(x
t

)
− t′Ψm+1

(x
t′

)
=

[
tΨm+1

(x
t

)
− t′Ψm

(
tΨ
(

x
t

)
t′

)]

+

[
t′Ψm

(
tΨ
(

x
t

)
t′

)
− t′Ψm+1

(x
t′

)]
By induction hypothesis,∥∥∥∥∥tΨm+1

(x
t

)
− t′Ψm

(
tΨ
(

x
t

)
t′

)∥∥∥∥∥
∞

=

∥∥∥∥∥tΨm

(
tΨ
(

x
t

)
t

)
− t′Ψm

(
tΨ
(

x
t

)
t′

)∥∥∥∥∥
∞

≤ mK|t− t′|

On the other hand, Ψ being nonexpansive,∥∥∥∥∥t′Ψm

(
tΨ
(

x
t

)
t′

)
− t′Ψm+1

(x
t′

)∥∥∥∥∥
∞

≤ t′

∥∥∥∥∥tΨ
(

x
t

)
t′

−Ψ
(x
t′

)∥∥∥∥∥
∞

=
∥∥∥tΨ(x

t

)
− t′Ψ

(x
t′

)∥∥∥
∞

≤ K|t− t′|

and we deduce that∥∥∥tΨm+1
(x
t

)
− t′Ψm+1

(x
t′

)∥∥∥
∞
≤ (m+ 1)K|t− t′|.

Proposition 5.4.5 If Ψ is MHa, then so does Ψm for any m ∈ N. Moreover,

a) If Ψ is MHaC, so does Ψm.

b) If Ψ is MHaR, so does Ψm.

c) If Ψ is MHaL, so does Ψm for the same constant.
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Proof. It follows directly from Lemma 5.4.4 (and for the second assertion, from the
observation that any recession operator is multiplicatively homogeneous).

The operator Ψm is a more natural operator to consider than Ψm for several reasons:
�rst notice that property (L) is preserved for the same constant for operator Ψm, but not
for Ψm. Another point is that in the case of a Shapley operator, the payo� of Ψm is given
by a sum of the payo�s in m stages of the original game, hence Ψm gives a weight m to
the present and 1 to the future. The operator Ψm, which can be seen as a normalized
version of Ψm, is thus a more adequate description of the game played by blocks of m
stages. This is emphasized by two following propositions:

Proposition 5.4.6 Let Ψ be any MHa operator. Then the equality vn,m = vnm holds for
any m ∈ N∗ and n ∈ N. In particular, for any m ∈ N∗,

lim sup
n→+∞

vn,m = lim sup
n→+∞

vn.

Proof. To prove the �rst part of the proposition, just verify that

vn,m =
(Ψm)n(0)

n
=

1

m

Ψmn(0)

n
= vnm.

In particular, for any m,
lim sup
n→+∞

vn,m = lim sup
n→+∞

vnm.

Lemma 5.2.3 implies that

lim sup
n→+∞

vnm = lim sup
n→+∞

vn

hence the second part of the proposition.

Proposition 5.4.7 Let Ψ be an MHAL operator. Then for any m ∈ N∗,

lim sup
λ→0

vλ,m = lim sup
λ→0

vλ.

The proof of this proposition is technical and postponed to the appendix. The idea is
that the operator Φm(λ, ·) and Φm(µ, ·) are close to each other for µ = 1− (1− λ)m.

Take for example the case of a Shapley operator and m = 2. Then Φ2(λ, ·)(ω1) is the
value of the one-shot game with payo�

λg(a1, b1, ω1) + λ(1− λ)g(a2, b2, ω2) + (1− λ)2f(a3, b3, ω3)

while Φ2(2λ− λ2, ·)(ω1) is the value of the one-shot game with payo�(
λ− λ2

2

)
g(a1, b1, ω1) +

(
λ− λ2

2

)
g(a2, b2, ω2) + (1− λ)2f(a3, b3, ω3).

Remark 5.4.8 It is unclear whether Proposition 5.4.7 still holds for an operator which
does not satisfy condition (L).
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5.5 Convergence of vn and vλ - Operator Approach

5.5.1 MHaC operators : the case of vn

This section study the asymptotics of vn for MHAC operators. We prove the following
proposition:

Proposition 5.5.1 If Ψ is MHaCR then vn has at most one accumulation point for the
uniform norm.

which implies the following corollaries:

Corollary 5.5.2 If Ψ is MHaC from Rk to itself then vn converges.

Proof. Since the space is �nite dimensional, anyMHaC operator satis�es also condition
(R) by Lemma 5.3.14 ; and the bounded sequence vn has at least one accumulation point.
The result thus follows from Proposition 5.5.1.

Corollary 5.5.3 Suppose that a Player 1-controlled zero-sum stochastic game with a
Shapley operator Ψ satis�es the two following hypotheses:

(i) its payo� g is bounded

(ii) the set {vn, n ∈ N} is relatively compact in F for the uniform topology.

Then the sequence vn converges uniformly as n tends to in�nity.

Proof. The Shapley operator of such a game is MHaC by Proposition 5.3.3, and since
the payo� g is bounded Lemma 5.3.16 implies that it satis�es also (R). So, by Proposition
5.5.1, vn has at most one accumulation point, towards which it converges since the set
{vn, n ∈ N} is relatively compact.

Notice that Corollary 5.5.3 and Ascoli's Theorem imply in particular

Corollary 5.5.4 Suppose that a Player 1-controlled zero-sum stochastic game with a
Shapley operator Ψ satis�es the two following hypotheses:

(i) its payo� g is bounded

(ii) the state space Ω is endowed with a distance d such that (Ω, d) is precompact and
such that the sequence vn is uniformly equicontinuous.

Then the sequence vn converges uniformly as n tends to in�nity.

Remark 5.5.5 Classes of games that satisfy the assumptions of Corollary 5.5.4 include
repeated games with incomplete information and standard signalling [3], as well as Markov
chain games [47] and stochastic games with incomplete information on one side where the
informed player controls the transitions [52].

The remainder of this section is devoted to the proof of Proposition 5.5.1, for which we
will need a basic lemma:
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Lemma 5.5.6 If Ψ satis�es (C) et (R), then for every x and y,

Ψ(x+ y) ≤ Ψ(x) + R (Ψ)(y).

Proof. Since Ψ satis�es (C), then for any t ∈]0, 1],

Ψ(y + (1− t)x) = Ψ
(
t
y

t
+ (1− t)x

)
≤ tΨ

(y
t

)
+ (1− t)Ψ(x)

which gives as t tends to 0

Ψ(x+ y) ≤ Ψ(x) + R (Ψ)(y)

since we assumed that Ψ satis�es (R).

Remark 5.5.7 We have thus

Ψ(x+ y)−Ψ(x) ≤ y

as soon as y = R (Ψ)(y). This gives insight on each coordinate and is stronger than just
using the nonexpansive inequality

‖Ψ(x+ y)−Ψ(x)‖∞ ≤ ‖y‖∞
We now prove Proposition 5.5.1 :

Proof of Proposition 5.5.1. Let Ψ be an operator MHaCR and v an accumulation
point of {vn}. The aim of this proof is to get the inequality

lim sup
n→+∞

vn ≤ v.

Since the reverse inequality is true for any accumulation point v, this will establish that
v is the only accumulation point of {vn}.

Recall that v = R (Ψ)(v) by Lemma 5.3.12. Let ε > 0 andm such that ‖vm − v‖∞ ≤ ε.
The operator Ψm is MHaCR according to Proposition 5.4.5, so for any L > 0 one can
apply Lemma 5.5.6 to Ψm and x = L(v + ε). This gives:

Ψm(L(v + ε)) ≤ R (Ψm)(L(v + ε)) + Ψm(0)

According to Proposition 5.4.5, R (Ψm) = (R (Ψ))m. Moreover, Remark 5.3.11 implies
that R (Ψ)(L(v + ε)) = L(v + ε). Since Ψm(0) = vm ≤ v + ε we thus deduce that

Ψm(L(v + ε)) ≤ (L+ 1)(v + ε)

Apply Proposition 5.4.2 to Ψm and v + ε:

lim sup
n→+∞

vn,m ≤ (v + ε)

hence, by Proposition 5.4.6,
lim sup
n→+∞

vn ≤ v + ε.

This inequality holds for any ε > 0, which implies the result.

Remark 5.5.8 In the case of a �nite number of states (Corollory 5.5.2), convergence of
vn can be proved in the same way with an hypothesis slightly weaker than C [17].
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5.5.2 MHaC operators : the case of vλ

In this section we prove the analogous of Proposition 5.5.1 for the family {vλ}:
Proposition 5.5.9 If Ψ is MHaCL then {vλ} has at most one accumulation point for
the uniform topology.

This proposition has the following interesting corollary:

Corollary 5.5.10 Suppose that a Player 1-controlled zero-sum stochastic game with a
Shapley operator Ψ satis�es the two following hypotheses:

(i) its payo� g is bounded

(ii) the set {vλ, λ ∈]0, 1]} is relatively compact.

Then the sequence vλ converges uniformly as λ tends to 0.

Proof. The Shapley operator of such a game is MHaC by Lemma 5.3.3, and since the
payo� g is bounded Lemma 5.3.5 implies that it satis�es also (L). So, by Proposition
5.5.9, vλ has at most one accumulation point, towards which it converges since the set
{vλ, λ ∈]0, 1]} is relatively compact.

By Ascoli's Theorem we also have

Corollary 5.5.11 Suppose that a Player 1-controlled zero-sum stochastic game with a
Shapley operator Ψ satis�es the two following hypotheses:

(i) its payo� g is bounded

(ii) the state space Ω is endowed with a distance d such that (Ω, d) is precompact and
such that the sequence vλ is uniformly equicontinuous.

Then the sequence vλ converges uniformly as λ tends to 0.

As in the previous section, to prove Proposition 5.5.9 we study iterations of the oper-
ator. We use the following consequence of Proposition 5.4.2:

Lemma 5.5.12 Assume that Ψ is MHaCR, R (Ψ)(x) ≤ x, and Φ(λ0, x) ≤ x for some
λ0 > 0. Then lim sup vλ ≤ x.

Proof. According to Proposition 5.4.2, it is enough to show that Φ(λ, x) ≤ x for every
λ ≤ λ0, and according to Lemma 5.5.6,

Φ(λ, x) = λΨ

((
1

λ
− 1

)
x

)
(5.5.1)

= λΨ

((
1

λ0

− 1

)
x+

(
1

λ
− 1

λ0

)
x

)
(5.5.2)

≤ λΨ

((
1

λ0

− 1

)
x

)
+ λR (Ψ)

((
1

λ
− 1

λ0

)
x

)
(5.5.3)

=
λ

λ0

Φ(λ0, x) +

(
1− λ

λ0

)
R (Ψ)(x) (5.5.4)

≤ λ

λ0

x+

(
1− λ

λ0

)
x (5.5.5)

= x. (5.5.6)
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We can now prove Proposition 5.5.9 :
Proof of Proposition 5.5.9. Let v be an accumulation point of vλ, which implies
v ≤ lim sup vλ. It is thus enough to prove that v satis�es lim sup vλ ≤ v.

Fix m in N∗ and λ > 0, and denote

µ = 1− (1− λ)m

v′ = v +
(2− µ)‖v − vλ‖∞ +K(mλ− µ)

µ

where K is the constant of property (L). We want to apply Lemma 5.5.12 to Ψm, x = v′

and λ0 = µ ; we �rst verify that the hypotheses of this lemma are satis�ed. The operator
Ψm is MHaCR by Proposition 5.4.5. According to Lemma 5.3.12, R (Ψ)(v) = v so
R (Ψm)(v) = v, which implies by additive homogeneity that R (Ψm)(v′) = v′. It remains
to show that Φm(µ, v′) ≤ v′. First we �nd an upper bound of Φm(λ, v′):

Φm(λ, v′) = Φm

(
λ, v − ‖v − vλ‖∞ +

2‖v − vλ‖∞ +K(mλ− µ)

µ

)
≤ Φm

(
λ, vλ +

2‖v − vλ‖∞ +K(mλ− µ)

µ

)
= vλ + (1− λ)m 2‖v − vλ‖∞ +K(mλ− µ)

µ

≤ v + ‖v − vλ‖∞ + (1− µ)
2‖v − vλ‖∞ +K(mλ− µ)

µ

= v′ −K(mλ− µ)

According to Corollary 5.6.2, Φm(µ, v′) ≤ Φm(λ, v′) + K(mλ − µ), so we deduce that
indeed Φm(µ, v′) ≤ v′.

We can thus apply Lemma 5.5.12 which implies that

lim sup
γ→0

vγ,m ≤ v′

and so, according to Lemma 5.4.7, we have established that for every m ∈ N∗ and λ > 0,

lim sup
γ→0

vγ ≤ v′

≤ v +
2‖v − vλ‖∞ +K(mλ− 1 + (1− λ)m)

1− (1− λ)m
(5.5.7)

Fix ε and λ > 0, and choose m =
[

ε
λ

]
in (5.5.7). Since (1 − λ)[

ε
λ ] converges to e−ε as λ

tends to 0, we deduce that for λ small enough,

lim sup
γ→0

vγ ≤ v + 2
2‖v − vλ‖∞ +K(ε+ e−ε − 1)

1− e−ε

Since v is an accumulation point of the family vλ, this implies by letting λ go to 0 that

lim sup
γ→0

vγ ≤ v + 2K
ε+ e−ε − 1

1− e−ε
. (5.5.8)
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Letting ε tend to 0 in (5.5.8) �nally prove

lim sup
γ→0

vγ ≤ v

Remark 5.5.13 The proof of Propositions 5.5.1 also establish that if vn converges uni-
formly and Ψ is MHACR, then lim

n→+∞
vn ≥ lim sup

λ→0
vλ.

Similarly, the proof of Proposition 5.5.9 shows that if vλ converges uniformly and Ψ is
MHACL, then lim

λ→0
vλ ≥ lim sup

n→+∞
vn.

In the particular framework of dynamic programming, it is already known [27] that
uniform convergence of either vn or vλ implies uniform convergence of the other to the
same limit.

Remark 5.5.14 In the special case of dynamic programming with a �nite number of
states, existence of the uniform value was proven in [8] for a �nite action space. It was
then established for compact action spaces and continuous payo� and transition functions
[14,59], and �nally without any assumptions [49]. It was also extended to the case of two
player games with an informed controller [48].

In the framework of dynamic programming with a general state space one can also �nd
an alternative proof of Corollary 5.5.3 in [49], as well as su�cient topological conditions
for the existence of the uniform value. For similar results in a continuous-time framework,
see [45]

5.5.3 A criterion for 2-player games

De�ne a new property of operators:

(D) Derivability ∃ ϕ : F → F , ∀x ∈ F ,

lim
λ→0+

∥∥∥∥Φ(λ, x)−R (Ψ)(x)

λ
− ϕ(x)

∥∥∥∥
∞

= 0.

This property of operators is interesting since it is proved in [53] that :

Lemma 5.5.15 Let Γ be a stochastic game with a �nite state space, compact actions
spaces and continuous payo� and transition functions. Then its Shapley operator Ψ is
MHaDL.

In the case of MHaDL operators, Lemma 5.4.2 can be reformulated as :

Lemma 5.5.16 Suppose Ψ MHaDL, and let x be such that R (Ψ)(x) ≤ x and ϕ(x) ≤ 0.
Then lim sup vn ≤ x and lim sup vλ ≤ x.

85



We do not know yet how to use Lemma 5.5.16 to prove that for stochastic games
satisfying the hypotheses of 5.5.15, both vn and vλ converge to the same limit.

However, let us introduce a new property slightly stronger than (D):

(Du) Uniform derivability ∀m ∈ N, ∃ ϕm : F → F , ∀x ∈ F ,

lim
λ→0+

∥∥∥∥Φm(λ, x)−R (Ψm)(x)

λ
− ϕm(x)

∥∥∥∥
∞

= 0 uniformly in m.

Note that we do not assume that the convergence is uniform in x.
We can now use Lemma 5.5.16 to prove:

Proposition 5.5.17 Assume that Ψ is MHaDuL, then vλ has at most one accumulation
point for the uniform topology. Moreover, if vλ converges uniformly, then so does vn to
the same limit.

Proof. Let Ψ be MHaDuL and v an accumulation point of the family vλ, which satis�es
R (Ψ)(v) = v by Lemma 5.3.12. We prove that 0 is an accumulation point of the family
ϕm(v) . By property (Du) there is a function f from ]0, 1] to R+, nondecreasing and
converging to 0 as t goes to 0, such that for any m and µ,∥∥∥∥Φm(µ, v)− v

µ
− ϕm(v)

∥∥∥∥
∞
≤ f(µ) (5.5.9)

On the other hand, contractiveness implies that for any λ,

‖Φm(λ, v)− v‖∞ ≤ ‖Φm(λ, v)− vλ‖∞ + ‖v − vλ‖∞ (5.5.10)

= ‖Φm(λ, v)−Φm(λ, vλ)‖∞ + ‖v − vλ‖∞ (5.5.11)

≤ (1− λ)m‖v − vλ‖∞ + ‖v − vλ‖∞ (5.5.12)

≤ 2‖v − vλ‖∞. (5.5.13)

Combining inequalities (5.5.9) and (5.5.13) as well as Corollary 5.6.2 one obtains that
for any λ and m,

‖ϕm(v)‖∞ ≤ 2‖v − vλ‖∞ +K(mλ− µ)

µ
+ f(µ) (5.5.14)

where µ = 1− (1− λ)m.

Let ε > 0, and choose m =
[

ε
λ

]
in (5.5.14). Since (1− λ)[

ε
λ ] tends to e−ε as λ goes to

0, we deduce that for every ε > 0, and every λ small enough,∥∥∥ϕ[ ε
λ ](v)

∥∥∥
∞
≤ 4‖v − vλ‖∞ + 2K(ε+ e−ε − 1)

1− e−ε
+ f(1− e−ε). (5.5.15)

Let ε′ > 0 ; since f(t) tends to 0 as t goes to 0 one can choose ε > 0 such that

f(1− e−ε) ≤ ε′

3
(5.5.16)
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and

2K
(ε+ e−ε − 1)

1− e−ε
≤ ε′

3
. (5.5.17)

Such ε being �xed, since v is an accumulation point of the family vλ one can �nd λ > 0
such that

4‖v − vλ‖∞
1− e−ε

≤ ε′

3
. (5.5.18)

Inequalities (5.5.15) to (5.5.18) thus implies that for any ε′ > 0, one can �nd an m such
that ‖ϕm(v)‖∞ ≤ ε′. Such an m being �xed, denote v′ = v+ ε′. Since R (Ψ)(v′) = v′ and
ϕm(v′) = ϕm(v)− ε′ ≤ 0, according to Lemma 5.5.16, we deduce that

lim sup
λ→0

vλ,m ≤ v′

lim sup
n→+∞

vn,m ≤ v′.

According to Lemmas 5.4.7 and 5.4.6, we thus have

lim sup
λ→0

vλ ≤ v + ε′

lim sup
n→+∞

vn ≤ v + ε′.

This is true for any ε′ > 0, so

lim sup
λ→0

vλ ≤ v

lim sup
n→+∞

vn ≤ v.

In the same way one prove that

lim inf
λ→0

vλ ≥ v

lim inf
n→+∞

vn ≥ v

and we have proved the strong convergence of vλ and vn to v.
In the same vein one can prove

Proposition 5.5.18 Assume that Ψ is MHaDu, and suppose that the sequence vn satis-
�es

vn+1 − vn = o

(
1

n

)
.

Then vn has at most one accumulation point for the uniform topology. Moreover, if
vn converges uniformly, then so does vλ to the same limit.

Proof. Let v be an accumulation point of vn ; it satis�es R (Ψ)(v) = v by Lemma
5.3.12. By property (Du) there is a nonincreasing function h from R+ to itself such that
limL→+∞ h(L) = 0 and that for every m ∈ N∗

‖Ψm(Lv)− (L+ 1)v − ϕm(v)‖∞ ≤ h(L). (5.5.19)

87



Let ε > 0, and L > 1 such that h(L) ≤ ε. By hypothesis, there exists N ∈ N∗ such
that

n ≥ N =⇒ ‖vn+1 − vn‖∞ ≤ ε

n
. (5.5.20)

Moreover, since v is an accumulation point of the sequence vn, there exist n ≥ N such
that

‖vn − v‖∞ ≤ ε

L+ 1
(5.5.21)

Denote m =
[

n
L

]
, L′ = n

m
and observe that L ≤ L′ ≤ Lm+1

m
≤ 2L.

By (5.5.19),

‖ϕm(v)‖∞ ≤ h(L′) + ‖Ψm(L′v)− (L′ + 1)v‖∞
≤ h(L) +

1

m
‖Ψm(mL′v)−m(L′ + 1)v‖∞

≤ ε+
1

m

∥∥∥Ψm(mL′v)−Ψm(L′+1)(0)
∥∥∥
∞

+ (L′ + 1)‖vn+m − v‖∞

≤ ε+
1

m

∥∥∥mL′v −ΨmL′(0)
∥∥∥
∞

+ (L′ + 1)‖vn − v‖∞ + (L′ + 1)‖vn+m − vn‖∞
≤ ε+ (2L′ + 1)‖vn − v‖∞ + (L′ + 1)‖vn+m − vn‖∞.

Using (5.5.20) and (5.5.21), this implies

‖ϕm(v)‖∞ ≤ ε+
2L′ + 1

L+ 1
ε+

(L′ + 1)m

n
ε

≤ ε+
4L+ 1

L+ 1
ε+

(L′ + 1)

L′
ε

≤ 7ε.

We conclude as in the proof of Proposition 5.5.17.

Remark 5.5.19 While it is true that vn+1 − vn = O
(

1
n

)
for any operator MHa (see

Lemma 5.2.3), it is unclear whether the stronger hypothesis of Proposition 5.5.18 is always
satis�ed.

5.6 Appendix

This section is devoted to the proof of Proposition 5.4.7. The �rst lemma relates the
operators Ψm and Φm:

Lemma 5.6.1 If Ψ is MHaL for a constant K, then for any t > 0, λ ∈]0, 1[, m ∈ N∗

and x ∈ F the following inequality holds:∥∥∥∥Ψm
(x
t

)
− Φm(λ, x)

t(1− λ)m

∥∥∥∥
∞
≤ K

m∑
i=1

∣∣∣∣1− λ

t(1− λ)i

∣∣∣∣
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Proof. Proceed by induction on m. For m = 1, Ψ satis�es (L) so∥∥∥∥tΨ(xt )− λ

1− λ
Ψ

(
1− λ

λ
x

)∥∥∥∥
∞
≤ K

∣∣∣∣t− λ

1− λ

∣∣∣∣
so dividing by t, ∥∥∥∥Ψ(xt )− Φ(λ, x)

t(1− λ)

∥∥∥∥
∞
≤ K

∣∣∣∣1− λ

t(1− λ)

∣∣∣∣ . (5.6.1)

Assume the result holds for m− 1, that is∥∥∥∥Ψm−1
(x
t

)
− Φm−1(λ, x)

t(1− λ)m−1

∥∥∥∥
∞
≤ K

m−1∑
i=1

∣∣∣∣1− λ

t(1− λ)i

∣∣∣∣
which implies, Ψ being nonexpansive, that∥∥∥∥Ψm

(x
t

)
−Ψ

(
Φm−1(λ, x)

t(1− λ)m−1

)∥∥∥∥
∞
≤ K

m−1∑
i=1

∣∣∣∣1− λ

t(1− λ)i

∣∣∣∣
On the other hand, Ψ satis�es (L), thus one can apply equation (5.6.1) with x′ =
Φm−1(λ, x) and t′ = t(1− λ)m−1, which gives∥∥∥∥Ψ(Φm−1(λ, x)

t(1− λ)m−1

)
− Φ(λ,Φm−1(λ, x))

t(1− λ)m−1(1− λ)

∥∥∥∥
∞
≤ K

∣∣∣∣1− λ

t(1− λ)m−1(1− λ)

∣∣∣∣
Triangular inequality implies that∥∥∥∥Ψm

(x
t

)
− Φm(λ, x)

t(1− λ)m

∥∥∥∥
∞

≤ K
m−1∑
i=1

∣∣∣∣1− λ

t(1− λ)i

∣∣∣∣+K

∣∣∣∣1− λ

t(1− λ)m

∣∣∣∣
= K

m∑
i=1

∣∣∣∣1− λ

t(1− λ)i

∣∣∣∣ .
A consequence of this lemma is the following comparison between the operators Φm

and Φm:

Corollary 5.6.2 If Ψ is MHaL for a constant K, then for any λ ∈]0, 1[, m ∈ N∗ and
x ∈ F the following inequality holds:

‖Φm(µ, x)−Φm(λ, x)‖∞ ≤ K(mλ− µ)

where µ = 1− (1− λ)m.

Proof. Applying Proposition 5.6.1 with t = µ
m(1−µ)

gives∥∥∥∥Ψm

(
1− µ

µ
mx

)
− m(1− µ)Φm(λ, x)

µ(1− λ)m

∥∥∥∥
∞
≤ K

m∑
i=1

∣∣∣∣1− mλ(1− µ)

µ(1− λ)i

∣∣∣∣
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Multiplying by µ
m
,∥∥∥∥Φm(µ, x)− (1− µ)Φm(λ, x)

(1− λ)m

∥∥∥∥
∞
≤ K

m∑
i=1

∣∣∣∣ µm − λ(1− µ)

(1− λ)i

∣∣∣∣
and thus, since 1− µ = (1− λ)m,

‖Φm(µ, x)−Φm(λ, x)‖∞ ≤ K
m∑

i=1

∣∣∣ µ
m
− λ(1− λ)i−1

∣∣∣ .
Next, use the fact that for any i between 1 and m, (1−λ)m−1 ≤ (1−λ)i−1 ≤ 1, which

implies
m∑

i=1

∣∣∣ µ
m
− λ(1− λ)i−1

∣∣∣ ≤ max
(
|µ−mλ|, |µ−mλ(1− λ)m−1|

)
.

It remains to establish that 0 ≤ µ − mλ(1 − λ)m−1 ≤ mλ − µ. The �rst inequality is
equivalent to

(1 + (m− 1)λ)(1− λ)m−1 ≤ 1

which can be shown by taking the logarithmic derivative of the left-hand side and noticing
that it is negative on [0,1].

The second inequality can be written as

mλ+ (2 + (m− 2)λ)(1− λ)m−1 ≥ 2

Both sides are equal for λ = 0, so it is enough to show that the derivative of the left-hand
side

m
[
1− (1 + (m− 2)λ)(1− λ)m−2

]
is nonnegative. This can be shown by taking the logarithmic derivative of (1 + (m −
2)λ)(1− λ)m−2 and noticing that it is negative on [0,1].

We can �nally prove Proposition 5.4.7:
Proof of Proposition 5.4.7. Fix m ∈ N∗ and λ ∈]0, 1], denote µ = 1− (1− λ)m and
notice that, since Φm(µ, ·) is 1− µ contracting,

µ‖vλ − vµ,m‖∞ ≤ ‖vλ − vµ,m‖∞ − ‖Φm(µ, vλ)−Φm(µ, vµ,m)‖∞
≤ ‖Φm(µ, vλ)− vλ‖∞
= ‖Φm(µ, vλ)−Φm(λ, vλ)‖∞.

Corollary 5.6.2 thus implies that

‖vλ − vµ,m‖∞ ≤ K

(
mλ

µ
− 1

)
.

For a �xed m, notice that µ ∼ mλ as λ goes to 0, which implies that ‖vλ − vµ,m‖∞
converges to 0 as λ goes to 0, so a fortiori lim sup vλ,m = lim sup vλ.
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5.7 Compléments

5.7.1 Contre exemple avec paiement borné ?

On rappelle que les seuls exemples en dimension �nie d'opérateurs de Shapley tels
que vn ou vλ ne convergent pas (voir section 3.2.1) proviennent de jeux à paiements non
bornés. Le lemme 5.3.5 soulève donc naturellement la question suivante : existe t-il un
opérateur MHaL de R3 dans lui même tel que vn ou vλ ne converge pas ? On peut supposer
que deux des états sont absorbants (voir 4.4.2), et que l'opérateur est donc de la forme

Ψ

x1

x2

x3

 =

 x1

x2 + 1
f(x1, x2, x3)

.

La question peut donc se formuler ainsi : soit f une fonction de R3 dans R presque
partout di�érentiable. On suppose que f véri�e les hypothèses suivantes :

a) ∂f
∂xi
f(x) ≥ 0 pour tout x ∈ R3 et i = 1 à 3.

b)
∑3

i=1
∂f
∂xi
f(x) = 1 pour tout x ∈ R3.

c) ‖f(x)− 〈∇f(x), x〉‖∞ ≤ K pour tout x ∈ R3 (voir le lemme 5.3.8).

Soit vλ l'unique solution de vλ = λf
(
0, 1−λ

λ
, 1−λ

λ
vλ

)
, la famille vλ converge t-elle nécessai-

rement lorsque λ tend vers 0 ?
On peut répondre positivement dans le cas où f ne dépend pas de sa troisième coor-

donnée :

Proposition 5.7.1 On suppose que f véri�e les hypothèses a) b) et c) ci dessus, et que
f(x1, x2, x3) = f(x1, x2). Alors vλ converge.

Démonstration. Soit h(x) = f(0, x). D'après l'hypothèse c, pour tout λ ∈ R+,∥∥∥∥h(1

λ

)
− 1

λ
h′
(

1

λ

)∥∥∥∥
∞
≤ K.

Le membre de gauche étant la dérivée de λh
(

1
λ

)
, on en déduit que λh

(
1
λ

)
a une limite

en 0, et donc que vλ = λh
(

1−λ
λ

)
converge.

5.7.2 Opérateurs Ψ(·+ k)

L'exemple de la section 4.5.2 suggère de considérer également les opérateurs x →
Ψ(x+ k). On donne ici une preuve d'une variante de la proposition 5.5.1 qui utilise cette
approche.

Proposition 5.7.2 Soit Ψ un opérateur MHaCR et soit v tel que R (Ψ)(v) ≤ v et
Ψn(0)−Ψn−1(0) ≤ v pour un certain n. Alors

lim sup vn ≤ v

lim sup vλ ≤ v
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Démonstration. Soit n tel que Ψn(0) −Ψn−1(0) ≤ v. On pose k = Ψn−1(0), alors le
lemme 5.5.6 entraîne que pour tout L > 0,

Ψ(Lv + k) ≤ Lv + Ψ(k) (5.7.1)

= Lv + k + Ψn(0)−Ψn−1(0) (5.7.2)

≤ (L+ 1)v + k. (5.7.3)

Un analogue de la proposition 5.4.2 entraîne alors le résultat.

5.7.3 Relation entre les opérateurs Ψm et Ψ(·+ k)

On montre ici que les deux approches (étudier les itérés ou les translatés de Ψ) sont
reliées.

Soient Ψ un opérateur MHa et f ∈ F tel que R (Ψ)(f) = f . On suppose que pour
tout m ∈ N∗ et k ∈ F , les limites suivantes existent (on ne se préoccupe pas ici des
vitesses de convergence).

ϕm(f) = lim
L→+∞

Ψm(Lf)− (L+ 1)f (5.7.4)

χ(f, k) = lim
L→+∞

Ψ(Lf + k)− (L+ 1)f − k. (5.7.5)

Remarque 5.7.3 La quantité ϕm(f) était déjà dé�ni dans la section 5.5.3. χ(f, k) est
également une quantité naturelle puisque'en adaptant la preuve du lemme 4.3.2 on prouve
que si χ(f, k) ≤ 0 pour un certain k, alors

lim sup
n→+∞

vn ≤ f

lim sup
λ→0

vλ ≤ f

On peut alors prouver une relation de récurrence entre les ϕm(f) faisant intervenir les
χ(f, ·) :

Proposition 5.7.4 Pour tout m ∈ N∗,

(m+ 1)ϕm+1(f) = χ(f,mϕm(f)) +mϕm(f).

Démonstration.

(m+ 1)(Ψm+1(Lf)− (L+ 1)f) = Ψm+1(L(m+ 1)f)− (L+ 1)(m+ 1)f (5.7.6)

= Ψm+1(L′mf)−Ψ ((L′ + 1)mf +mϕm(f)) (5.7.7)

+Ψ ((L′ + 1)mf +mϕm(f))− ((L′ + 1)m+ 1)f

où l'on a posé L′ = L(m+1)
m

.
On remarque que∥∥Ψm+1(L′mf)−Ψ ((L′ + 1)mf +mϕm(f))

∥∥
∞ ≤ ‖Ψm(L′mf)− (L′ + 1)mf −mϕm(f)‖∞

= m‖Ψm(L′mf)− (L′ + 1)f − ϕm(f)‖∞
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tend vers 0 quand L (et donc L′) tend vers +∞ par dé�nition de ϕm.
D'autre part, par dé�nition de χk(f),

Ψ ((L′ + 1)mf +mϕm(f))− ((L′ + 1)m+ 1)f −→ χ(f,mϕm(f)) +mϕm(f) (5.7.8)

lorsque L tend vers +∞.
En faisant tendre L vers +∞ dans (5.7.7), on trouve donc

(m+ 1)ϕm+1(f) = χ(f,mϕm(f)) +mϕm(f).
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Chapitre 6

Lien discret/continu

Ce chapitre est constitué de l'article "Evolution equations in discrete and continuous
time for nonexpansive operators in Banach spaces" (à paraître dans ESAIM : Control,
Optimisation and Calculus of Variations ) ainsi que de compléments.
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Evolution equations in discrete and continuous time for
nonexpansive operators in Banach spaces

Abstract

We consider some discrete and continuous dynamics in a Banach space involving a non

expansive operator J and a corresponding family of strictly contracting operators Φ(λ, x) :=
λJ(1−λ

λ x) for λ ∈]0, 1]. Our motivation comes from the study of two-player zero-sum repeated

games, where the value of the n-stage game (resp. the value of the λ-discounted game) satis�es

the relation vn = Φ( 1
n , vn−1) (resp. vλ = Φ(λ, vλ)) where J is the Shapley operator of the game.

We study the evolution equation u′(t) = J(u(t)) − u(t) as well as associated Eulerian schemes,

establishing a new exponential formula and a Kobayashi-like inequality for such trajectories. We

prove that the solution of the non-autonomous evolution equation u′(t) = Φ(λ(t), u(t)) − u(t)
has the same asymptotic behavior (even when it diverges) as the sequence vn (resp. as the family

vλ) when λ(t) = 1/t (resp. when λ(t) converges slowly enough to 0).

6.1 Introduction

The topic of the asymptotic behavior of trajectories de�ned through nonexpansive map-
pings in Banach spaces arise in numerous domains such as nonlinear semigroups the-
ory [4, 10, 12, 21, 22, 36, 46], game theory [24, 40, 42, 53, 59, 64] as well as in discrete events
systems [16,19,20].

Given a nonexpansive function J from a Banach space X to itself, evolution equation

U ′(t) = J(U(t))− U(t) (6.1.1)

is a particular case of the widely-studied

U ′(t) ∈ −A(U(t))

for a maximal monotone operator A. Typically, the study of the asymptotics for such
evolution equation and its Eulerian and proximal discretizations has been made in Hilbert
spaces [10] or at least assuming some geometric properties in the case of Banach spaces
[24,46]. Another usual assumption is the non emptiness of the set A−1(0).
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On the other hand, in the framework of two-person zero-sum games repeated in discrete
time, the values vn and vλ of the n-stage (resp. λ-discounted) game satisfy respectively:

vn =
Jn(0)

n
= Φ

(
1

n
, vn−1

)
(6.1.2)

vλ = Φ(λ, vλ) (6.1.3)

where J is the so-called Shapley operator of the game and Φ(λ, x) := λJ
(

1−λ
λ
x
)
. This

operator J is nonexpansive for the uniform norm, hence A = I−J is a maximal monotone
operator in the sense of [21]. However two unusual facts appears in the study of the
asymptotics of those values: �rst A−1(0), the set of �xed points of J , is generally empty.
Another di�culty lies in the lack of smoothness of the unit ball B‖·‖∞ , which might induce
oscillations of the discrete trajectories de�ned above [24].

The purpose of this paper is to investigate the relation between several discrete and
continuous dynamics in Banach spaces. Because our motivation comes from this game-
theoretic framework, we neither make any geometrical assumptions on the unit ball, nor
suppose non emptiness of A−1(0). In continuous time, dynamics that we will consider are
(6.1.1) as well as non autonomous evolution equations of the form

u′(t) = Φ(λ(t), u(t))− u(t) (6.1.4)

for some parametrizations λ. We establish that the quantities de�ned in (6.1.2) and (6.1.3)
behave asymptotically as the solutions of these various evolution equations. Surprisingly
this is true not only when there is convergence; even when they oscillate we prove that
discrete and continuous trajectories remain asymptotically close.

Section 2 is devoted to de�nitions and basic results. In Section 3 we study the rela-
tion between the solution U of evolution equation (6.1.1) and related Eulerian schemes,
establishing in particular that ‖vn − U(n)

n
‖ converges to 0. In the process we prove that

some classical results (e.g. exponential formula [12], Kobayashi inequality [22]) involving
the proximal trajectories for a maximal monotone operator A have an Eulerian explicit
counterpart in the case A = I−J . In Section 4 we consider the non autonomous equation
(6.1.4). We show that for λ(t) = 1

t
the solution behave asymptotically as the sequence

vn, and that when λ converges slowly enough to 0 the solution behave asymptotically as
the family vλ.

6.2 Discrete time model

6.2.1 Nonexpansive operators

Let (X, ‖ · ‖) be a Banach space, and J a nonexpansive mapping from X into itself :

‖J(x)− J(y)‖ ≤ ‖x− y‖ ∀(x, y) ∈ X2.

We de�ne, for n ∈ N and λ ∈]0, 1],

Vn = J(Vn−1) = Jn(0) (6.2.1)

Vλ = J((1− λ)Vλ) (6.2.2)
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Notice that Vλ is well-de�ned because J((1 − λ)·) is strictly contracting, hence has a
unique �xed point.

Example 6.2.1 For any c ∈ R, the mapping J from R to itself de�ned by J(x) = x + c
is nonexpansive. In that case, Vn = nc and Vλ = c

λ
.

These quantities being unbounded in general (see above), we also introduce their normal-
ized versions

vn =
Vn

n
(6.2.3)

vλ = λVλ (6.2.4)

In the previous example, one gets vn = vλ = c for all n and λ. In general it is easy to
prove that these normalized quantities are bounded:

Lemma 6.2.2 For any n ∈ N and λ ∈]0, 1],

‖vn‖ ≤ ‖J(0)‖ (6.2.5)

‖vλ‖ ≤ ‖J(0)‖. (6.2.6)

Proof. Since J is non expansive,

‖Vn − Vn−1‖ = ‖J(Vn−1)− J(Vn−2)‖ ≤ ‖Vn−1 − Vn−2‖.

By induction this implies that

‖Vn‖ ≤ n‖V1‖ = n‖J(0)‖.

On the other hand, again using the fact that J is non expansive,

‖Vλ‖ − ‖J(0)‖ ≤ ‖Vλ − J(0)‖
= ‖J((1− λ)Vλ)− J(0)‖
≤ (1− λ)‖Vλ‖

and so
‖vλ‖ = λ‖Vλ‖ ≤ ‖J(0)‖.

To underline the link between the families {vn}n∈N and {vλ}λ∈]0,1] it is also of interest
to introduce the family of strictly contracting operators Φ(λ, ·), λ ∈]0, 1], de�ned by

Φ(λ, x) = λJ

(
1− λ

λ
x

)
. (6.2.7)

The function Φ(λ, ·) can be seen as a perturbed recession function of J : because of the
nonexpansiveness of J ,

lim
λ→0

Φ(λ, x) = lim
λ→0

λJ
(x
λ

)
= lim

t→+∞

J (tx)

t
(6.2.8)
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which is the de�nition of the recession function of J [50].
The quantities vn and vλ then satisfy the relations

vn = Φ

(
1

n
, vn−1

)
; v0 = 0 (6.2.9)

vλ = Φ(λ, vλ) (6.2.10)

Notice that since Φ(λ, ·) is strictly contracting, any sequence wn ∈ X satisfying

wn = Φ(λ,wn−1) (6.2.11)

converges strongly to vλ as n goes to +∞.

6.2.2 Shapley operators

An important application, which is our main motivation, is obtained in the framework of
zero-sum two player repeated games [59]. For example take the simple case of a stochastic
game with a �nite state space Ω, compact move sets S and T for player 1 and 2 respectively,
payo� g from S × T ×Ω to R, and transition probability ρ from S × T ×Ω to ∆(Ω) (the
set of probabilities on Ω). Let S = ∆f (S) (resp. T = ∆f (T )) the sets of probabilities
on S (resp. T ) with �nite support; we still denote by g and ρ the multilinear extensions
from S × T to S × T of the corresponding functions.

The game is played as follow: an initial stage ω1 ∈ Ω is given, known by each player.
At each stage m, knowing past history and current state ωm, player 1 (resp. player 2)
chooses σ ∈ S (resp. τ ∈ T ). A move am of player 1 (resp. bm of player 2) is drawn
accordingly to σ (resp. τ). The payo� gm at stage m is then g(am, bm, ωm) and ωm+1, the
state at stage m+ 1, is drawn accordingly to ρ(am, bm, ωm).

There are several ways of evaluating a payo� for a given in�nite history:

− 1
n

∑n
m=1 gm is the payo� of the n−stage game

− λ
∑+∞

m=1(1− λ)i−1gm is the payo� of the λ−discounted game.

For a given initial state ω, we denote the values of those games by vn(ω) and vλ(ω)
respectively; vn and vλ are thus functions from Ω into R.

Let F = {f : Ω −→ R}; the Shapley operator J from F to itself is then de�ned by
f → J(f), where J(f) is the function from Ω to R satisfying

J(f)(ω) = sup
σ∈S

inf
τ∈T

{
g(σ, τ, ω) +

∑
ω′∈Ω

f(w′)ρ(ω′|σ, τ, ω)

}
(6.2.12)

= inf
τ∈T

sup
σ∈S

{
g(σ, τ, ω) +

∑
ω′∈Ω

f(w′)ρ(ω′|σ, τ, ω)

}
(6.2.13)

Then J is nonexpansive on F endowed with the uniform norm. The value vn of the
n-stage game (resp. the value vλ of the λ-discounted game) satis�es relation (6.2.9) (resp.
(6.2.10)).
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This recursive structure holds in a wide class of zero-sum repeated games and the study
of the asymptotic behavior of vn (resp. vλ) as n tends to +∞ (resp. as λ tends to 0) is
a major topic in game theory (see [59] for example). Convergence of both vn and vλ (as
well as equality of the limits) has been obtained for di�erent class of games, for example
absorbing games [23], recursive games [15], games with incomplete information [3], �nite
stochastic games [5] [6], and Markov Chain Games with incomplete information [47].

Even in the simple case of a �nite stochastic game where the space F on which J
is de�ned is Rn, the Shapley operator J is only nonexpansive for the uniform norm `∞.
In the case of a general Shapley operator J , the Banach space (which may be in�nite
dimensional) on which J is nonexpansive is always a set of bounded real functions (de�ned
on a set Ω of states) endowed with the uniform norm. As shown in [20] and [24], this lack of
geometrical smoothness implies that the families vn and vλ may not converge. They may
also converge to two di�erent limits [27]. However the goal of the so called "Operator
Approach" (see [53] and [64]) is to infer, from speci�c properties in the framework of
games, convergence of both vn and vλ as well as equality of their limits.

A closely related application, in the framework of discrete event systems, is the problem
of existence of the cycle-time of a topical mapping [16] [19].

6.2.3 Associated evolution equations

In the current paper we investigate a slightly di�erent direction : the aim is to show
that the sequence vn and the family vλ de�ned in equations (6.2.9) and (6.2.10) behave
asymptotically as the solutions of certain continuous-time evolution equations. This is
interesting for at least three reasons: �rst, this implies that proving the convergence of
vn or vλ reduces to study the asymptotic of the solution of some evolution equation.
Second, even if the de�nitions (6.2.9) of vn and (6.2.10) of vλ may seem dissimilar since
one is recursive and the other is a �xed point equation, we will see that the corresponding
equations in continuous time are of the same kind, hence it gives an insight on the equality
lim vn = lim vλ, satis�ed for a wide class of games. Third, we will prove in the process
some results of interest in their own right.
Notice that equation (6.2.1) can also be written as a di�erence equation

(Vn+1 − Vn) = J(Vn)− Vn (6.2.14)

which can be viewed as a discrete version of the evolution equation

U ′(t) = J(U(t))− U(t). (6.2.15)

Similarly, equations (6.2.9) and (6.2.11) can be considered as discrete versions of

u′(t) = Φ

(
1

t+ 1
, u(t)

)
− u(t) (6.2.16)

and
u′(t) = Φ(λ, u(t))− u(t) (6.2.17)

respectively. Notice that while (6.2.17) is autonomous, (6.2.16) is not.
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The asymptotic relation between solutions of (6.2.15) and (6.2.1) will be discussed in
section 3. In that section we will a also prove some results about Eulerian schemes related
to (6.2.15), which have an interpretation in terms of games with uncertain duration [40,42]
in the case of a Shapley Operator.

In section 4, we will study the asymptotic behavior of solutions of the non-autonomous
evolution equation

u′(t) = Φ(λ(t), u(t))− u(t) (6.2.18)

for some time-dependent parametrizations λ(t), which in particular will cover both cases
of equations (6.2.16) and (6.2.17). We will �rst prove that when λ(t) = 1

t
the solution

of (6.2.18) has the same asymptotic behavior,as t goes to +∞, as the sequence vn as n
goes to +∞. We will then examine the case where the parametrization λ(t) converges
slowly enough to 0, establishing that the solution of (6.2.18) has then the same asymptotic
behavior as the family vλ as λ goes to 0. Finally, using our results in continuous time,
we will study other dynamics in discrete time generalizing (6.2.9) and (6.2.11). Similarly
to section 6.3, in the case of a Shapley operator these dynamics have an interpretation in
terms of games with uncertain duration.

6.3 Dynamical system related to the operator J

Let us denote A = I −J ; the operator A is m-accretive, meaning that for any λ > 0 both
properties are satis�ed:

(i) ‖x− y + λA(x)− λA(y)‖ ≥ ‖x− y‖ for all (x, y) ∈ X2.

(ii) I + λA is surjective.

This implies that A is maximal monotone [21]. Recall that the analogous in continuous
time of equation (6.2.1) de�ning Vn is evolution equation (6.2.15), which can also be
written as

U ′(t) = −A(U(t)) (6.3.1)

with initial condition U(0) = U0, the Cauchy-Lipschitz theorem ensuring the existence
and uniqueness of such a solution.

Example 6.3.1 Following example 6.2.1, suppose J(x) = x + c. Then one has A(x) =
−c, so U(t) = U0 + ct.

This simple example shows that, as in discrete time where the true sequence to consider
is not Vn but the normalized vn, we are not expecting convergence of U(t) but rather of
the normalized quantity U(t)

t
. This is a consequence of the fact that we do not assume

non emptiness of A−1(0).
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Apart from equation (6.2.1), there are numerous other natural discretizations of equa-
tion (6.3.1). For every x0 ∈ X and any sequence {λn} in [0,1]1 the explicit Eulerian
scheme is de�ned by

xn − xn−1 = −λnAxn−1 (6.3.2)

that is

xn =

(
1∏

i=n

[I − λiA]

)
(x0). (6.3.3)

Notice that choosing x0 = 0 and λn = 1 for all n leads to the de�nition (6.2.1) of Vn.
Other discrete trajectories are implicit proximal schemes (�rst introduced when A =

∂f in [37]) which satisfy:
xn − xn−1 = −λnAxn

that is

xn =

(
1∏

i=n

[I + λiA]−1

)
(x0).

In both cases we denote

σn =
n∑

i=1

λi (6.3.4)

τn =
n∑

i=1

λ2
i . (6.3.5)

Usually proximal schemes share better asymptotic properties (take the simple example
where A is a rotation in R2 and λn /∈ `2: then the proximal scheme will converge to the
�xed point of the rotation, while the Eulerian one will diverge). However Eulerian schemes
have the remarkable feature that they can be computed explicitly, and they arise naturally
in the game-theoretic framework:

Example 6.3.2 When J is the Shapley operator of a stochastic game Γ, xn de�ned by
(6.3.2) is the non-normalized value of the following n−stage game: states, actions, payo�
and transition are as in Γ, but at stage 1 there is a probability 1− λn that the game goes
on to stage 2 without any payo� or transition. Similarly at stage 2, there is no payo� nor
transition with probability 1 − λn−1, and at stage n with probability 1 − λ1. In that case
σn and τn have a nice interpretation: the expected number of stages really played is σn,
and the variance is σn − τn. It is also worthwile to notice that such games are particular
cases of stochastic games with uncertain duration [40,42].

For this reason we will study exclusively Eulerian schemes, in the case of an operator
A = I−J . Results of this section will be of three kind: �rst we study the relative behavior

1Usually these schemes are de�ned for any sequence of positive steps, but here, since we need the

operators I − λnA to be non expansive, we have to assume that the λn lie in [0, 1]
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of continuous and discrete dynamics when time goes to in�nity. Given a sequence λn /∈ `1
one investigates the asymptotic relation between U(σn) and the n-th term xn of the
Eulerian scheme de�ned in (6.3.2). This is done �rst in the special case of Vn (Corollary
6.3.8) and then in general (Corollary 6.3.13).

We also consider the case of a �xed time t. In that case one cuts the interval [0, t]
in a �nite number m of intervals of length λi. These steps de�ne an explicit scheme
by (6.3.2), hence an approximate trajectory by linear interpolation. One expects such
a trajectory to be asymptotically closer to the continuous trajectory de�ned by (6.3.1)
as the discretization of the interval becomes �ner. This is proved �rst in the case where
λi = t

m
for 1 ≤ i ≤ m (Proposition 6.3.10), and then generalized in Proposition 6.3.14.

In the process we prove that two classical results, involving proximal schemes and
holding for any maximal monotone operator, have an Eulerian counterpart when A is
of the form I − J : we establish a new exponential formula in Proposition 6.3.10 and a
Kobayashi-like inequality in Proposition 6.3.11.

6.3.1 Asymptotic study of the trajectory de�ned by equation
(6.3.1)

The study of the asymptotic behavior of the solution of equation (6.2.15) in general
Banach spaces has started in the early 70's, in particular the main result of this subsection,
Corollary 6.3.8 relating vn and U(n)

n
, is already known (see [36] and [4]). Here we prove it

in a di�erent way, similar to the �rst chapter of [10], establishing during the proof some
inequalities that will be helpful in the remaining of the paper.
Let us begin by proving several useful lemmas:

Lemma 6.3.3 Let f be a continuous function from [a, b] ⊂ R to R such that for every
t ∈ [a, b]

f(t) ≤M +

∫ t

a

[g(s) + β(s)f(s)]ds

for some continuous function g and some non-negative measurable function β such that∫ b

a
β(s)ds < +∞.

Then f satis�es

f(t) ≤ e
∫ t

a β(s)ds

(
M +

∫ t

a

g(s)e−
∫ s

a β(r)drds

)
for all t ∈ [a, b].

Proof. De�ne α(t) = M +
∫ t

a
g(s)ds. Since f(t) ≤ α(t) +

∫ t

a
β(s)f(s)ds, Gronwall's

inequality( [70] p. 15) implies that

f(t) ≤ α(t) + e
∫ t

a β(s)ds ·
∫ t

a

α(s)β(s)e−
∫ s

a β(r)drds.

Integrating by part the last integral gives
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f(t) ≤ α(t) + e
∫ t

a β(s)ds ·
(
α(0)− α(t)e−

∫ t
a β(s)ds +

∫ t

a

α′(s)e−
∫ s

a β(r)drds

)
= e

∫ t
a β(s)ds

(
M +

∫ t

a

g(s)e−
∫ s

a β(r)drds

)
.

In the remaining of the paper we will repeatedly use the following consequence of
Lemma 6.3.3:

Proposition 6.3.4 If y : [a, b] ⊂ R → X is an absolutely continuous function satisfying
for every t ∈ [a, b]

‖y(t) + y′(t)‖ ≤ (1− γ(t))‖y(t)‖+ h(t)

where γ is a continuous function from [a, b] to [−∞, 1] and h is a continuous function
from [a, b] to R, then y satis�es

‖y(t)‖ ≤ e−
∫ t

a γ(s)ds

(
‖y(a)‖+

∫ t

a

h(s)e
∫ s

a γ(r)drds

)
for all t ∈ [a, b].

Proof. z(t) = y(t)et satis�es ‖z′(t)‖ ≤ (1−γ(t))‖z(t)‖+h(t)et, hence for every t ∈ [a, b]

‖z(t)‖ ≤ ‖z(a)‖+

∥∥∥∥∫ t

a

z′(s)ds

∥∥∥∥
≤ ‖z(a)‖+

∫ t

a

‖z′(s)‖ds

≤ ‖z(a)‖+

∫ t

a

h(s)es + (1− γ(s))‖z(s)‖.

Applying Lemma 6.3.3 to ‖z‖ thus gives

‖z(t)‖ ≤ e
∫ t

a 1−γ(s)ds

(
‖z(a)‖+

∫ t

a

h(s)ese−
∫ s

a 1−γ(r)drds

)
.

Multiplying each side by e−t implies the result.
We now use this technical result to compare two solutions of (6.2.15):

Proposition 6.3.5 If both U and V satisfy (6.2.15), then ‖U(t)−V (t)‖ is non-increasing.

Proof. De�ne f = U − V which satis�es

‖f(t) + f ′(t)‖ = ‖J(U(t))− J(V (t))‖ ≤ ‖U(t)− V (t)‖ = ‖f(t)‖.

Apply the preceding proposition to γ ≡ 0 and f .
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Corollary 6.3.6 If U is a solution of (6.2.15), then ‖U ′(t)‖ is non-increasing.

Proof. Let h > 0 and Uh(t) = U(t + h). The function Uh satis�es equation (6.2.15),
so applying the preceding proposition to U and Uh we get that t → ‖U(t+h)−U(t)‖

h
is non-

increasing on R+. Letting h go to 0 gives the result

An interesting consequence of Corollary 6.3.6 is the following inequality, proved in
Chapter 1 of [10]:

Lemma 6.3.7 (Cherno�'s estimate) Let U be the solution of (6.2.15) with U(0) = U0.
Then

‖U(t)− Jn(U0)‖ ≤ ‖U ′(0)‖
√
t+ [n− t]2.

Sketch of proof. Proceed by induction on n; the proof for the case n = 0 comes from
the fact that ‖U ′‖ is non-increasing by Corollary 6.3.6.

In particular if we take U0 = 0 and t = n in Lemma 6.3.7, we �nally get the following
corollary relating continuous and discrete trajectories:

Corollary 6.3.8 The solution U of (6.2.15) with U(0) = 0 satis�es∥∥∥∥U(n)

n
− vn

∥∥∥∥ ≤ ‖J(0)‖√
n

In particular vn converges i� U(t)
t

converges, and then the limits are the same.

Proof. The only point that remains to be shown is that if the sequence U(n)
n

converges

as n tends to +∞, then so does U(t)
t

as t tends to +∞.
Using Corollary 6.3.6, we obtain

‖U(t)− U([t])‖ ≤ (t− [t])‖U ′(0)‖ ≤ ‖U ′(0)‖

which implies that U(t)
t
− U([t])

[t]
goes to 0 as t tends to +∞.

6.3.2 An exponential formula

When A is a m-accretive operator on a Banach space, a fundamental result (see [12] p.
267) is that the solution U of (6.2.15) satis�es the following exponential formula for every
t ≥ 0, where the convergence is strong:

lim
m→+∞

(
I +

t

m
A

)−m

(U0) = U(t) (6.3.6)

In the special case where J is a nonexpansive operator and A = I−J , we now establish
an Eulerian analogous of this classical "proximal exponential formula".
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De�nition 6.3.9 For x ∈ X, l ∈ N and t ∈ R+, let us denote

Um
t (x) =

(
I − t

m
A

)m

(x) (6.3.7)

the m-th term of an Eulerian scheme with steps t
m
.

Proposition 6.3.10 Let U0 ∈ X and U the solution of (6.2.15) with U(0) = U0. Then
if m ≥ t,

‖Um
t (U0)− U(t)‖ ≤ ‖A(U0)‖

t√
m
. (6.3.8)

In particular, for any t ≥ 0, the following strong convergence holds:

lim
m→+∞

(
I − t

m
A

)m

(U0) = U(t) (6.3.9)

Proof. For any λ ∈ [0, 1], Jλ := λJ + (1− λ)I = I − λA is nonexpansive. Denote by Uλ

the solution of
Uλ(t) + U ′

λ(t) = Jλ(Uλ(t)) (6.3.10)

with Uλ(0) = U0. Applying Lemma 6.3.7 to Uλ and the nonexpansive operator Jλ:

‖Uλ(t)− Jn
λ (U0)‖ ≤ ‖U ′

λ(0)‖
√
t+ [n− t]2

so in particular for n = t

‖Uλ(n)− Jn
λ (U0)‖ ≤ ‖U ′

λ(0)‖
√
n. (6.3.11)

Denote by U the the solution of (6.2.15) with U(0) = U0 and notice that the function
t → U(λt) satis�es (6.3.10) and has the same initial condition as Uλ. This implies that
Uλ(t) = U(λt) and putting this in (6.3.11),

‖U(λn)− Jn
λ (U0)‖ ≤ λ‖U ′(0)‖

√
n.

For any t′ ≤ n, choosing λ = t′

n
∈ [0, 1] thus gives∥∥∥∥U(t′)−
(
I − t′

n
A

)n

(U0)

∥∥∥∥ ≤ ‖U ′(0)‖ t′√
n
.

which is the desired result.

6.3.3 Comparaison of two Eulerian schemes

To generalize Proposition 6.3.10 to explicit schemes with arbitrary steps, it is useful to
estimate �rst the di�erence between two Euler schemes: let x0 and x̂0 in X, {λ}n and {λ̂n}
two sequences in ]0,1]. De�ne xn , σn and τn (resp. x̂n, σ̂n and τ̂n) as in (6.3.2), (6.3.4)
and (6.3.5). The following proposition, which gives a majoration of the distance between
two Eulerian trajectories, is an analogous of the classical Kobayashi inequality (Lemma
2.1 in [22]) which gives a majoration of the distance between two proximal trajectories:
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Proposition 6.3.11 For any z ∈ X and (k, l) ∈ N2,

‖xk − x̂l‖ ≤ ‖x0 − z‖+ ‖x̂0 − z‖+ ‖A(z)‖
√

(σk − σ̂l)2 + τk + τ̂l

Proof. We proceed by induction and begin by the case l = 0.
We recall that Jλ = IλA is non-expansive for λ ≤ 1, so we obtain

‖xj − z‖ ≤ ‖xj − Jλj
(z)‖+ ‖Jλj

(z)− z‖
= ‖Jλj

(xj−1)− Jλj
(z)‖+ λj‖A(z)‖

≤ ‖xj−1 − z‖+ λj‖A(z)‖

and summing these inequalities for i ∈ {1, · · · , k} we get ‖xk− z‖ ≤ ‖x0− z‖+σk‖A(z)‖,
which implies that

‖xk − x̂0‖ ≤ ‖xk − z‖+ ‖x̂0 − z‖ ≤ ‖x0 − z‖+ ‖x̂0 − z‖+ σk‖A(z)‖

and the proposition holds when l = 0. The case k = 0 is proved in the same way.
We will now assume the formula to be true for (k − 1, l), (k, l − 1) et (k − 1, l − 1) and
deduce that it also holds for (k, l).

De�ne numbers αk,l = λk(1−λ̂l)

λk+λ̂l−λkλ̂l
, βk,l = λ̂l(1−λk)

λk+λ̂l−λkλ̂l
et γk,l = λkλ̂l

λk+λ̂l−λkλ̂l
and note that

they are non-negative with sum 1. Introduce also ck,l =
√

(σk − σ̂l)2 + τk + τ̂l. For any x
and y in X, one check that the following equality holds:

Jλk
(x)− Jλ̂l

(y) = αk,l(Jλk
(x)− y) + βk,l(x− Jλ̂l

(y)) + γk,l(J(x)− J(y)).

In particular, letting x = xk−1, y = x̂l−1 and using the non-expansiveness of J , we get

‖xk − x̂l‖ ≤ αk,l‖xk − x̂l−1‖+ βk,l‖xk−1 − x̂l‖+ γk,l‖xk−1 − x̂l−1‖

so by induction,

‖xk − x̂l‖ ≤ ‖x0 − z‖+ ‖x̂0 − z‖+ ‖A(z)‖(αk,lck,l−1 + βk,lck−1,l + γk,lck−1,l−1)

≤ ‖x0 − z‖+ ‖x̂0 − z‖+ ‖A(z)‖
√
αk,l + βk,l + γk,l

√
dk,l

= ‖x0 − z‖+ ‖x̂0 − z‖+ ‖A(z)‖
√
dk,l

where we have denoted dk,l = αk,lc
2
k,l−1 + βk,lc

2
k−1,l + γk,lc

2
k−1,l−1.

In addition,

c2k,l−1 = (σk − σ̂l−1)
2 + τk + τ̂l−1

= (σk − σ̂l + λ̂l)
2 + τk + τ̂l−1

= (σk − σ̂l)
2 + λ̂2

l + 2λ̂l(σk − σ̂l) + τk + τ̂l−1

= c2k,l + 2λ̂l(σk − σ̂l)

and similarly,
c2k−1,l = c2k,l − 2λk(σk − σ̂l).
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Moreover

c2k−1,l−1 = (σk−1 − σ̂l−1)
2 + τk−1 + τ̂l−1

= (σk − σ̂l + λ̂l − λk)
2 + τk−1 + τ̂l−1

= (σk − σ̂l)
2 + λ̂2

l + λ2
k + 2(λ̂l − λk)(σk − σ̂l)− 2λ̂lλk + τk−1 + τ̂l−1

= c2k,l + 2(λ̂l − λk)(σk − σ̂l)− 2λ̂lλk.

So

dk,l = αk,lc
2
k,l−1 + βk,lc

2
k−1,l + γk,lc

2
k−1,l−1

= c2k,l + 2(σk − σ̂l)(αk,lλ̂l − βk,lλk + γk,l(λ̂l − λk))− 2λ̂lλkγk,l

= c2k,l + 2
σk − σ̂l

λk + λ̂l − λkλ̂l

(λkλ̂l(1− λ̂l)− λkλ̂l(1− λk) + λkλ̂l(λ̂l − λk))− 2λ̂lλkγk,l

= c2k,l − 2λ̂lλkγk,l

≤ c2k,l

and we have established that

‖xk − x̂l‖ ≤ ‖x0 − z‖+ ‖x̂0 − z‖+ ‖A(z)‖
√

(σk − σ̂l)2 + τk + τ̂l.

6.3.4 Comparaison of an Eulerian scheme to a continuous trajec-
tory

We now combine the results of the two preceding subsections: Proposition 6.3.10 compar-
ing the continuous trajectory with a particular Eulerian scheme, and Proposition 6.3.11
relating any two Eulerian schemes.

Corollary 6.3.12 Let {xn}n∈N be an Eulerian scheme as de�ned in (6.3.2). Then for
any t ≥ 0 and k ∈ N,

‖xk − U(t)‖ ≤ ‖x0 − U0‖+ ‖A(U0)‖
√

(σk − t)2 + τk

Proof. Apply Proposition 6.3.11 to xk and Um
t (U0) to get

‖xk − Um
t (U0)‖ ≤ ‖x0 − U0‖+ ‖A(U0)‖

√
(σk − t)2 + τk +

t2

m
.

Let m go to +∞ and use Proposition 6.3.10.
This corollary has some interesting consequences in two directions, as it generalizes

both Corollary 6.3.8 and Proposition 6.3.10. First, it shows that any normalized discrete
trajectory behave as the normalized continuous one as time goes to in�nity:
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Corollary 6.3.13 For any t ≥ 0 and any Eulerian scheme {xi} such that σk = t,

‖xk − U(t)‖
t

≤ ‖x0 − U0‖+ ‖A(U0)‖
√
t

t

Proof. Apply Corollary 6.3.12 and use the fact that τk ≤ σk since all λi are in [0, 1].

On the other hand, take now the case of a �xed time t. Let U be the solution
of (6.3.1) with initial condition U(0) = U0, and let {xi}0≤i≤n de�ned by (6.3.2) be an
Eulerian scheme with same initial condition x0 = U0 and σn = t. One constructs an
approximation x̃ of the continuous trajectory U on the interval [0, t] by x̃(σk) = xk for
0 ≤ k ≤ n, and linear interpolation on intervals [σk, σk+1]. The following proposition states
that such approximation x̃ will becomes asymptotically close to U as the discretization
0 ≤ λ1 ≤ λ1 + λ2 ≤ · · · ≤ σn−1 ≤ σn = t of the interval [0, t] gets �ner:

Proposition 6.3.14 For any t′ in the interval [0, t],

‖x̃(t′)− U(t′)‖ ≤ ‖A(U0)‖(1 + (1 +
√

2)t) ·
√

max
1≤i≤n

{λi}.

Proof. Let t′ ∈ [0, t] and k such that σk−1 ≤ t′ ≤ σk. Noticing that

‖x̃(t′)− U(t′)‖ ≤ ‖x̃(t′)− x̃(σk)‖+ ‖x̃(σk)− U(σk)‖+ ‖U(σk)− U(t′)‖
we will evaluate the three components of the right-hand side separately.

Since x̃ is a�ne on [σk, σk+1], applying Proposition 6.3.11 gives

‖x̃(t′)− x̃(σk)‖ ≤ ‖x̃(σk−1)− x̃(σk)‖
= ‖xk − xk−1‖
≤ ‖A(U0)‖

√
(σk − σk−1)2 + τk + τk−1

= ‖A(U0)‖
√

2τk. (6.3.12)

On another hand, Corollary 6.3.12 implies that

‖x̃(σk)− U(σk)‖ = ‖xk − U(σk)‖
≤ ‖A(U0)‖

√
τk. (6.3.13)

Thirdly, using the mean value Theorem as well as Corollary 6.3.6,

‖U(σk)− U(t′)‖ ≤ |σk − t′| max
t′′∈[t′,σk]

‖U ′(t′′)‖

≤ |σk − σk−1| · ‖U ′(0)‖
= λk‖A(U0)‖. (6.3.14)

Adding inequalities (6.3.12) to (6.3.14) we thus deduce that

‖x̃(t′)− U(t′)‖ ≤ ‖A(U0)‖(λk + (1 +
√

2)
√
τk).

We use the facts that λk ≤
√
λk ≤

√
max1≤i≤n{λi}, and that τk ≤ τn ≤ tmax1≤i≤n{λi}

to conclude the proof.
This proposition has an interpretation in the particular framework of Example 6.3.2:

consider a game with an expected duration of t. The previous result establishes that
this game has a non normalized value close to U(t), providing that at each stage the
probability of playing is small (that is to say, if there is a high variance in the number of
stages really played).
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6.4 Dynamical systems linked to the family Φ(λ, ·)
Let λ : R →]0, 1] be a continuous function. In this section we study the asymptotic
behavior of the solution to evolution equation (6.2.18):

u(t) + u′(t) = Φ(λ(t), u(t)) with u(0) = u0

where Φ is the operator de�ned by equation (6.2.7).

Remark 6.4.1 Since the mapping (x, t) → Φ(λ(t), x) − x is globally 2-Lipschitz in its
�rst variable, Cauchy-Lipschitz-Picard theorem ensures the existence and uniqueness of
the solution of (6.2.18), and that it is de�ned on the whole set R+.

When the recession function Φ(0, ·) exists, any accumulation point v of vn or vλ will
satisfy

Φ(0, v) = v (6.4.1)

but equation (6.4.1) may have many solutions (for example in the case of games with
incomplete information [53] any convex/concave function satis�es (6.4.1)). The evolution
equation (6.2.18) may thus be seen as a perturbation of (6.4.1), and we will study the
e�ect of some perturbations on the asymptotic behavior of the solution of (6.2.18). See
for example [2] for a similar approach in the framework of convex minimization.

The main results of this section are the following:

− When λ is the constant λ, the solution of (6.2.18) converges to vλ.

− When λ(t) ∼ 1
t
, the solution of (6.2.18) behave asymptotically as the family {vn}

− When λ(t) converges to 0 slowly enough, the solution of (6.2.18) behave asymptot-
ically as the family {vλ}

The �rst two results are not surprising since in those cases evolution equation (6.2.18) is
a continuous version of equation (6.2.11) or (6.2.9) respectively. The third result is of a
di�erent nature but is also natural: denote by uλ the solution of (6.2.18) when λ is the
constant λ. We establish that if the parametrization λ in (6.2.18) is of slow variation, the
solution u evaluated at time t is close to uλ(t)(t), hence to vλ(t) (see �gure 6.1).

In the process of proving those three results, we also answer natural questions about
the behavior of the solution u of equation (6.2.18) as a function of the parameters, namely
we will prove that:

− If λ /∈ `1 the asymptotic behaviour of u does not depend on the initial value u0.

− If two parametrizations λ and λ̃ are asymptotically close, then it is also the case
for the corresponding solutions u and ũ.
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vλ1

vλ2

vλ3

uλ1

uλ2

uλ3

u0

u
lim vλ

Figure 6.1: Trajectories of (6.2.18) for some constant parametrizations and for a slow
parametrization

First we prove a simple fact that will be repeatedly used in the remaining of the paper.
Recall, by equation (6.2.10), that for any t ≥ 0, vλ(t) is the only solution of

vλ(t) = Φ
(
λ(t), vλ(t)

)
. (6.4.2)

The following Lemma relates the behavior of u′(t) to that of u(t)− vλ(t):

Lemma 6.4.2 Let u be the solution of evolution equation (6.2.18) and vλ(·) be de�ned by
(6.4.2). Then for any t ≥ 0, ‖u(t)− vλ(t)‖ ≤ ‖u′(t)‖

λ(t)

Proof.

‖u′(t)‖ = ‖u(t)− Φ(λ(t), u(t))‖
≥

∥∥u(t)− vλ(t)

∥∥− ∥∥Φ(λ(t), u(t))− Φ(λ(t), vλ(t))
∥∥

≥
∥∥u(t)− vλ(t)

∥∥− (1− λ(t))
∥∥u(t)− vλ(t)

∥∥
= λ(t)

∥∥u(t)− vλ(t)

∥∥ .

6.4.1 Constant case

We start by considering the simplest case where the function λ is a constant λ. Equation
(6.2.18) is then a continuous analogous of equation (6.2.11), so one can expect that u(t)
converges to vλ, and indeed this is the case.

Start by a technical lemma:

Lemma 6.4.3 If f satis�es f(t) + f ′(t) = B(f(t)), where B is an 1 − λ contracting
operator, then

‖f ′(t)‖ ≤ ‖f ′(0)‖ · e−λt.
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Proof. Let h > 0 and fh(t) =
f(t+ h)− f(t)

h
. Since B is (1− λ) contracting:

‖fh(t) + f ′h(t)‖ =
1

h
‖f(t+ h) + f ′(t+ h)− [f(t) + f ′(t)]‖ (6.4.3)

=
1

h
‖B(f(t+ h))−B(f(t))‖ (6.4.4)

≤ (1− λ)‖fh(t)‖. (6.4.5)

Proposition 6.3.4 applied to fh thus implies that

‖fh(t)‖ ≤ ‖fh(0)‖ · e−λt

and letting h go to 0 gives the result.

An immediate consequence is:

Corollary 6.4.4 If u is the solution of (6.2.18) with λ(t) := λ, then

lim
t→+∞

u(t) = vλ

Proof. Lemmas 6.4.2 and 6.4.3 imply that

‖u(t)− vλ‖ = ‖u(t)− vλ(t)‖ ≤
‖u′(t)‖
λ(t)

≤ ‖u′(0)‖ · e
−λt

λ

and the right member goes to 0 as t tends to +∞.

6.4.2 Some generalities on the non-autonomous case

The case when the parametrization λ is not constant is more di�cult to handle: the same
method as in the proof of corollary 6.4.4 leads to

u(t+ h)− u(t) + u′(t+ h)− u′(t) = Φ(λ(t+ h), u(t+ h))− Φ(λ(t), u(t))

but Proposition 6.3.4 does not apply.
However, we can prove if the perturbation is strong enough:

Proposition 6.4.5 If
∫ +∞

0
λ(t)dt = +∞, the asymptotic behavior of u solution of (6.2.18)

does not depend of the choice of u(0).

Proof. Let u and v be two solutions of (6.2.18), de�ne the function g by g(x) =
‖u(x)− v(x)‖. According to proposition 6.3.4,

g(x) ≤ g(0) · e−
∫ x
0 λ(t)dt

from which the proposition follows.
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6.4.3 Case of λ(t) ' 1
t

When λ(t) = 1
t
, equation (6.2.18) is the continuous conterpart of equation (6.2.9), so we

expect u(t) to have the same asymptotic behavior as vn. This will be proved with an
additional hypothesis on Φ in the next section. Here we show a slightly weaker result
without any assumption.

Proposition 6.4.6 There exists a function λ : [0,+∞] →]0, 1] such that λ(t) ∼ 1
t
and

for which the solution w of (6.2.18) satis�es

‖w(n)− vn‖ −→
n→+∞

0.

Proof.
Let U be the solution of (6.2.15) and v(t) = U(t)

t+1
, which thus satis�es

(t+ 2)v(t) + (t+ 1)v′(t) = J((t+ 1)v(t)).

De�ne ζ(t) = t + ln(1 + t). By making the change of time s = ζ(t) and w(s) = v(t), we
get

w(s) + w′(s) = Φ

(
1

2 + ζ−1(s)
, w(s)

)
and w is thus solution of (6.2.18) with

λ(t) =
1

2 + ζ−1(t)
=

1

t
+

ln(t)

t2
+ o

(
ln(t)

t2

)
.

Moreover,
‖w(n)− vn‖ ≤ ‖v(n)− vn‖+

∥∥v (ζ−1(n)
)
− v(n)

∥∥ .
We already know by Corollary 6.3.8 that ‖v(n) − vn‖ goes to 0 as n tends to +∞. On
the other hand, by the mean value Theorem,∥∥v (ζ−1(n)

)
− v(n)

∥∥ ≤ (n− ζ−1(n)
)
· max

x∈[ζ−1(n),n]
‖v′(x)‖. (6.4.6)

By de�nition of v, v′(x) =
(x+ 1)U ′(x)− U(x)

(x+ 1)2
hence Corollary 6.3.6 implies that

‖v′(x)‖ ≤ (x+ 1)‖U ′(x)‖+ ‖U(x)‖
(x+ 1)2

(6.4.7)

≤ (x+ 1)‖U ′(0)‖+ ‖U(0)‖+ x‖U ′(0)‖
(x+ 1)2

(6.4.8)

≤ C

x+ 1
(6.4.9)

for C = 2 max(‖U(0)‖, ‖U ′(0)‖).
Replacing in equation (6.4.6) gives
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∥∥v (ζ−1(n)
)
− v(n)

∥∥ ≤ C
n− ζ−1(n)

1 + ζ−1(n)

which goes to 0 since ζ(n) ∼ n, and we have thus proved that

‖w(n)− vn‖ −→
n→+∞

0.

An interesting corollary of this Proposition, which gives a su�cient condition for
convergence of both vn and vλ to the same limit, is:

Corollary 6.4.7 Let U be the solution of (6.2.15). If U ′(t) converges to l when t goes to
+∞, then vn and vλ converge to l as well as n goes to +∞ and λ goes to 0, respectively.

Proof. Suppose that U ′(t) converges to l when t goes to +∞. Then v(t) = U(t)
t

converges
to l as well, and so does vn according to Corollary 6.3.8.

On the other hand,

tv′(t) = U ′(t)− U(t)

t
→ l − l = 0

so v′(t) = o
(

1
t

)
. De�ne ζ, λ and w as in the proof of the preceding proposition ; then

w(t) = v(ζ−1(t)) converges also to l and by de�nition

w′(ζ(t)) =
t+ 1

t+ 2
v′(t) = o

(
1

t

)
.

Since ζ(t) ∼ t and λ(t) ∼ 1
t
this implies that ‖w′(t)‖

λ(t)
= o(1). According to Lemma 6.4.2,

this implies that ‖w(t)− vλ(t)‖ = o(1), and so vλ tends to l as λ goes to 0.

6.4.4 Case of a slow parametrization

From now on the following assumption (H) will be made: there is a constant C such that

‖Φ(λ, x)− Φ(µ, x)‖ ≤ |λ− µ|(C + ‖x‖) ∀x ∈ X ∀(λ, µ) ∈]0, 1]2. (H)

Remark 6.4.8 (H) is satis�ed as soon as J is the Shapley operator (6.2.12) of a game
with bounded payo� since in that case

‖Φ(λ, x)− Φ(µ, x)‖∞ ≤ |λ− µ| (‖g‖∞ + ‖x‖∞)

Remark 6.4.9 Hypothesis (H) implies that for every λ and µ

‖vλ − vµ‖
|λ− µ|

≤ C ′

λ

for some constant C ′: in some sense (H) is thus a statement about the speed of variation
of the family {vλ}.
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The principal result of this subsection is Corollary 6.4.12 which states that under this
hypothesis, if the parametrization λ converges slowly enough to 0, then the corresponding
solution of (6.2.18) has the same asymptotic behavior as the family {vλ}. We start by a
technical result:

Proposition 6.4.10 Let λ be a C1 function from [0,+∞[ to ]0, 1] and let L : R+ → R be

de�ned by L(t) = e
∫ t
0

[
|λ′(s)|
λ(s)

−λ(s)
]
ds. Then the corresponding solution u of (6.2.18) satis�es:

‖u(t)− vλ(t)‖ ≤
L(t)

λ(t)

[
‖u′(0)‖+ (C + C ′)

∫ t

0

|λ′(s)|
L(s)

ds

]
.

where C is the constant in condition (H) and C ′ = sup
λ∈]0,1]

‖vλ‖.

Proof. For any h > 0, de�ne

uh(t) =
u(t+ h)− u(t)

h

λh(t) =
λ(t+ h)− λ(t)

h
.

Since u is C1,

uh(t) = u′(t) +
1

h

∫ t+h

t

u′(s)− u′(t)ds

which implies, by uniform continuity of u on any compact set, that the restriction of uh

to any closed intervall converges uniformly to u′ as h goes to 0. Similarly, the restriction
of λh to any closed intervall converges uniformly to λ′ as h goes to 0.
Since u satis�es equation (6.2.18), for any h and t,

‖uh(t) + u′h(t)‖ =
1

h
‖Φ(λ(t+ h), u(t+ h))− Φ(λ(t), u(t))‖ (6.4.10)

≤ 1

h
‖Φ(λ(t+ h), u(t+ h))− Φ(λ(t+ h), u(t))‖ (6.4.11)

+
1

h
‖Φ(λ(t+ h), u(t))− Φ(λ(t)(t), u(t))‖

≤ (1− λ(t+ h))‖uh(t)‖+ |λh(t)|(C + ‖u(t)‖). (6.4.12)

by hypothesis (H). According to Lemma 6.4.2, this implies that

‖uh(t) + u′h(t)‖ ≤ (1− λ(t+ h))‖uh(t)‖+ |λh(t)|
(
C + C ′ +

‖u′(t)‖
λ(t)

)
. (6.4.13)

where C ′ is a majorant of the family ‖vλ‖.
Fix t0 > 0, and let ε > 0. Since λ(t) is bounded from below on [0, t0] and using the
uniform convergence of uh to u′ on [0, t0], one obtains that for h small enough, and for
every t ≤ t0,

‖uh(t) + u′h(t)‖ ≤
(

1− λ(t+ h) +
|λh(t)|
λ(t)

)
‖uh(t)‖+ (C + C ′ + ε)|λh(t)|. (6.4.14)
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Then applying Proposition 6.3.4 to uh implies that for any h small enough and t ≤ t0,

‖uh(t)‖ ≤ e
∫ t
0

[
|λh(s)|

λ(s)
−λ(s+h)

]
ds

(
‖uh(0)‖+ (C + C ′ + ε)

∫ t

0

|λh(s)|e
∫ s
0

[
λ(r+h)− |λh(r)|

λ(r)

]
dr
ds

)
.

Using the uniform convergence of λh and λ(·+ h) on [0, t0], letting h go to 0 implies that
for any t ≤ t0,

‖u′(t)‖ ≤ L(t)

(
‖u′(0)‖+ (C + C ′ + ε)

∫ t

0

|λ′(s)|
L(s)

ds

)
.

Since this is true for every t0 and ε, using Lemma 6.4.2 again gives

‖u(t)− vλ(t)‖ ≤
L(t)

λ(t)

[
‖u′(0)‖+ (C + C ′)

∫ t

0

|λ′(s)|
L(s)

ds

]
.

Remark 6.4.11 If in Proposition 6.4.10 we suppose in addition that λ is nonincreasing,
we get the simpler inequality

‖u(t)− vλ(t)‖ ≤
e−

∫ t
0 λ(s)ds

λ2(t)

[
‖u′(0)‖ − (C + C ′)

∫ t

0

λ(s)λ′(s)e
∫ s
0 λ(r)drds

]
.

As a corollary to Proposition 6.4.10 we can now prove:

Corollary 6.4.12 Let λ be a C1 function from [0,+∞[ to ]0, 1], such that λ′(t)
λ2(t)

converges
to 0 as t goes to +∞, and let u be the corresponding solution of equation (6.2.18). Then
‖u(t)− vλ(t)‖ goes to 0 as t goes to +∞.

Proof. First notice that
(

1
λ(t)

)′
= o(1), so 1

λ(t)
= o(t) which implies that λ(t) /∈ `1.

Next we prove that
L(t)

λ(t)
= o(1).

Since the left-hand side is equal to
e

∫ t
0

[
|λ′(s)|
λ(s)

−λ′(s)
λ(s)

−λ(s)
]
ds

λ(0)
, the result is deduced from the

fact that λ′(s)
λ(s)

= o(λ(s)) and that λ(t) /∈ `1.
Finally we prove that ∫ t

0

|λ′(s)|
L(s)

ds = o

(
λ(t)

L(t)

)
.

Since the right-hand side diverges to +∞, it is enough to prove that the derivative satis�es

|λ′(t)|
L(t)

= o

(
λ′(t) + λ2(t)− |λ′(t)|

L(t)

)
which is true since λ′(t) = o(λ2(t)).
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Remark 6.4.13 Note the similarity of this proposition with some approximation re-
sults for dynamical systems in the framework of Hilbert spaces, for example the slow
parametrization in [2]:

− �rst there is a parallel between the strong monotonicity condition in [2] p. 523 and
our assumption that the Φ(λ, ·) are contracting.

− Second between a condition about the derivative of the trajectory in the same paper
p. 528 and our hypothesis (H) (see remark 6.4.9).

− Third the slow-convergence condition is the same (see condition (ii) in [2] p. 528).

− Lastly, results of both papers are of the same nature: convergence of a certain fam-
ily ({vλ} in this paper) implies that the solution of any slowly-perturbed evolution
equation tends to this limit as time goes to in�nity.

A di�erence however is the fact that in this paper we also have a reciprocal: if for any
slow parametrization λ the solution u(t) of (6.2.18) converges as t goes to in�nity, then
the family vλ converges to the same limit as λ goes to 0.

Remark 6.4.14 In the proof of Proposition 6.4.10 only the three following hypotheses on
the family Φ were used:

(i) Φ(·, x) satis�es condition H for all x.

(ii) Φ(λ, ·) is 1− λ contracting for every λ ∈]0, 1].

(iii) The �xed points vλ are uniformly bounded.

The two last ones are satis�ed as soon as Φ(λ, x) = λJ
(

1−λ
λ
x
)
for a nonexpansive operator

J , but this is not a necessary condition for Proposition 6.4.10 to holds.

Remark 6.4.15 In fact, the more general result holds: suppose that the family Φ satis�es
the three hypotheses:

(i) There exists a constant C and a continuous function M from ]0, 1] to R+ such that
for any (x, λ, µ) in X×]0, 1]2,

‖Φ(λ, x)− Φ(µ, x)‖ ≤
∣∣∣∣∫ µ

λ

M(γ)dγ

∣∣∣∣ (C + ‖x‖).

(ii) There exists a continuous function β :]0, 1] →]0, 1] such that Φ(λ, ·) is 1 − β(λ)
contracting.

(iii) The �xed points vλ of Φ(λ, ·) are uniformly bounded by C ′.
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Let λ be a C1 function from [0,+∞[ to ]0, 1]. Then the corresponding solution u of (6.2.18)
satis�es

‖u(t)− vλ(t)‖ ≤

e
∫ t
0
|λ′(s)|M(λ(s))

β(λ(s))
−β(λ(s))ds

β(λ(t))

[
‖u′(0)‖+ (C + C ′)

∫ t

0

|λ′(s)|M(λ(s))e
∫ s
0

[
β(λ(i))− |λ′(i)|M(λ(i))

β(λ(i))

]
di
ds

]
.

This implies that ‖u(t) − vλ(t)‖ tends to 0 as soon as β is C1 and the parametrization λ
satis�es both properties :

(iv) λ′(t)M(λ(t))
β2(λ(t))

= o(1)

(v) λ′(t)β′(λ(t))
β2(λ(t))

= o(1)

Notice again the similarity with [2].

Another interesting consequence of hypothesis (H) is Corollary 6.4.17 which states
that if two parametrizations are close to one other, then this is also the case for the
trajectories. We �rst prove a technical result using the same approach as in the proof of
Proposition 6.4.10:

Proposition 6.4.16 Let u and v be the two solutions of (6.2.18) for some functions λ
and µ respectively. Then for any t ≥ 0,

‖u(t)− v(t)‖ ≤ e−
∫ t
0 µ(s)ds

(
‖u0 − v0‖+

∫ t

0

(C + ‖u(s)‖) |λ(s)− µ(s)| · e
∫ s
0 µ(i)dids

)
Proof. Let f = u− v, then

‖f(t) + f ′(t)‖ = ‖Φ(λ(t), u(t))− Φ(µ(t), v(t))‖
≤ ‖Φ(λ(t), u(t))− Φ(µ(t), u(t))‖+ ‖Φ(µ(t), u(t))− Φ(µ(t), v(t))‖
≤ |λ(t)− µ(t)| · (C + ‖u(t‖) + (1− µ(t)) · ‖f(t)‖

because of hypothesis (H) and contraction of Φ(λ, ·). Applying Proposition 6.3.4 gives
the result.

In particular one has:

Corollary 6.4.17 Let u and v the two solutions of (6.2.18) for some functions λ and µ
respectively. Assume that u is bounded and µ /∈ `1, then ‖u(t) − v(t)‖ → 0 in the two
following cases:

a) µ(t) ∼ λ(t) as t goes to +∞

b) |λ− µ| ∈ `1.
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Proof. Let L be a bound for u. By the preceding proposition we know that

‖u(t)− v(t)‖ ≤ e−
∫ t
0 µ(s)ds

(
‖u0 − v0‖+ (C + L)

∫ t

0

|λ(s)− µ(s)| · e
∫ s
0 µ(i)dids

)
so it su�ces to show that∫ t

0

|λ(s)− µ(s)| · e
∫ s
0 µ(i)dids = o

(
e

∫ t
0 µ(s)ds

)
.

a) Assume that µ(t) ∼ λ(t), that is |λ(t)−µ(t)|
µ(t)

= o(1). This implies that

|λ(t)− µ(t)| · e
∫ t
0 µ(s)ds = o

(
µ(t)e

∫ t
0 µ(s)ds

)
which gives the result by integrating.

b) Assume that |λ−µ| ∈ `1, let ε > 0 and T such that
∫ +∞

T
|λ(s)−µ(s)|ds < ε. Then

for t > T ,

I :=

∫ t

0

|λ(s)− µ(s)| · e
∫ s
0 µ(i)dids

=

∫ T

0

|λ(s)− µ(s)| · e
∫ s
0 µ(i)dids+

∫ t

T

|λ(s)− µ(s)| · e
∫ s
0 µ(i)dids

≤ e
∫ T
0 µ(s)ds

∫ T

0

|λ(s)− µ(s)|ds+ e
∫ t
0 µ(s)ds

∫ t

T

|λ(s)− µ(s)|ds

≤ e
∫ T
0 µ(s)ds

∫ T

0

|λ(s)− µ(s)|ds+ εe
∫ t
0 µ(s)ds

≤ 2εe
∫ t
0 µ(s)ds

for all t large enough since e
∫ t
0 µ(s)ds diverges to +∞ as t goes to +∞.

Some interesting corollaries follows immediately: �rst because of Corollary 6.4.4, we
get the

Corollary 6.4.18 If λ(t) → λ > 0, then u(t) → vλ

Then, combining the results of section 6.4.3 and Corollaries 6.4.12 and 6.4.17 we deduce
the following Corollary bringing to light the tight di�erence between dynamics related to
lim vn and lim vλ:

Corollary 6.4.19 For α ∈ [0, 1[, let uα be the solution of

u(t) + u′(t) = Φ
(
(1 + t)α−1, u(t)

)
with u(0) = u0 (6.4.15)

Then u0(t) converges to some l ∈ X when t goes to +∞ i� vn converges to l as n goes to
+∞ ; and for α ∈]0, 1[ uα(t) converges to some l ∈ X as t goes to +∞ i� vλ converges
to l as λ goes to 0.

120



6.4.5 Back to discrete time

We proved in the last section that under hypothesis (H), the solution of (6.2.18) has the
same asymptotic behavior as the family {vλ} as soon as λ converges slowly enough to 0.
One may wonder if it is true as well in discrete time. For any sequence (λn)n∈N in ]0, 1],
de�ne the discrete counterpart of equation (6.2.18) :

wn = Φ(λn, wn−1) with w(0) = w0 (6.4.16)

Then one obtains the discrete version of Corollary 6.4.12 :

Proposition 6.4.20 Let λn be a sequence in ]0, 1]. Assume that both λn and 1
λn
− 1

λn+1

tend to 0 as n goes to +∞. Then the solution (wn)n∈N of (6.4.16) satis�es

‖vλn − wn‖ → 0

as n goes to +∞.

Proof. The sequence γn = 1
λn

tends to +∞ and satis�es γn − γn−1 → 0 as n goes to
+∞. This implies the existence of an interpolation function γ : R → R which is C2 and
such that for all n in N, γ(n) = γn , lim+∞ γ(t) = +∞ and lim+∞ γ′(t) = 0. The function
λ := 1

γ
thus satis�es λ(n) = λn and all the hypotheses of Corollary 6.4.12. Let us denote

by u the corresponding solution of equation (6.2.18). By Corollary 6.4.12 it is enough to
show that ‖wn − u(n)‖ → 0 as n goes to +∞.

De�ne an := ‖wn − u(n)‖ and let ε > 0. Then

an = ‖Φ(λn, wn−1)− Φ(λn, u(n)) + u′(n)‖
≤ (1− λn)‖wn−1 − u(n)‖+ ‖u′(n)‖
≤ (1− λn)‖wn−1 − u(n− 1)‖+ ‖u(n)− u(n− 1)‖+ ‖u′(n)‖
≤ (1− λn)an−1 + 2 sup

t∈[n−1,n]

‖u′(t)‖

≤ (1− λn)an−1 + 2 sup
t∈[n−1,n]

∥∥∥∥u′(t)λ(t)

∥∥∥∥ · sup
t∈[n−1,n]

λ(t)

≤ (1− λn)an−1 + 2ε sup
t∈[n−1,n]

λ(t) (6.4.17)

for every n large enough because of Corollary 6.4.12.
Denote sn = max

t∈[n−1,n]
λ(t) = o(1), and choose tn ∈ [n− 1, n] such that sn = λ(tn). Let

T > 0 such that |λ′(t)| ≤ λ2(t) for every t ≥ T , then by the mean value Theorem, for
any n ≥ T + 1,

|sn − λn| = |λ(tn)− λ(n)|
≤ |tn − n| · sup

t∈[n−1,n]

|λ′(t)|

≤ sup
t∈[n−1,n]

λ2(t)

= s2
n

= o(sn)
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so that sn ∼ λn as n goes to +∞. Together with (6.4.17) this implies that there exists N
such that for all n ≥ N ,

an ≤ (1− λn)an−1 + 3ελn

and so by induction one prove that for all k ∈ N,

aN+k − 3ε ≤ (aN − 3ε)
k∏

i=1

(1− λN+i)

Now 1
λn
− 1

λn−1
→ 0 implies that 1

n
= o(λn), so the product goes to 0 and we deduce that

aN+k ≤ 4ε for k large enough.

Corollary 6.4.21 vλ converges as λ goes to 0 if and only if there exists a sequence λn

satisfying the hypothesis of Proposition 6.4.20 such that the corresponding sequence wn

de�ned by (6.4.16) converges.

Proof. Let λn such that wn converges. Because of Proposition 6.4.20, vλn converges.
Moreover, for all λ and µ, hypothesis (H) implies that, denoting C ′ = sup

λ∈]0,1]

‖vλ‖

‖vλ − vµ‖ = ‖Φ(λ, vλ)− Φ(µ, vµ)‖
≤ ‖Φ(µ, vλ)− Φ(µ, vµ)‖+ ‖Φ(λ, vλ)− Φ(µ, vλ)‖
≤ (1− µ)‖vλ − vµ‖+ |λ− µ|(C + C ′)

and thus that

‖vλ − vµ‖ ≤
∣∣∣∣1− λ

µ

∣∣∣∣ (C + C ′). (6.4.18)

Since λn → 0 and 1
λn
− 1

λn+1
→ 0, |1− λn+1

λn
| also converges to 0. Together with inequality

(6.4.18) and the fact that vλn converges it implies the convergence of vλ as λ goes to 0.
Conversely, if vλ converges, then Proposition 6.4.20 implies that the sequence wn

de�ned by equation (6.4.16) converges as soon as λn and 1
λn
− 1

λn+1
tend to 0.

As in the section 3 (Example 6.3.2), there is an interpretation in terms of games with
uncertain duration:

Example 6.4.22 Consider the case of a game with Shapley operator J . Let {λn} be
a sequence in ]0, 1] and wn de�ned by equation (6.4.16). Then wn is the value of the
following game with uncertain duration: with probability λn the game stops after stage
1, and the payo� is the payo� during stage 1. With probability 1 − λn there is no payo�
during stage 1 but a transition, and game goes to stage 2. Then, conditionally to the game
going to stage 2, with probability λn−1 the game stops after stage 2, and the payo� is the
payo� during stage 2 ; and with probability 1− λn−1 there is no payo� during stage 2 but
a transition, and game goes to stage 3. If the game goes to stage n, with probability λ1

the payo� is the payo� during stage n and with probability 1− λ1 the payo� is 0.
Proposition 6.4.20 then states that if {λn} is of slow variation, the value of this game with
uncertain duration is close to the value of the λn-discounted game.

As a �nal remark to this section, notice the way in which we proved Proposition 6.4.20,
with a back and forth process to continuous dynamics ; it should be interesting to search
another proof using only discrete time methods.
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6.5 Concluding remarks

− In this paper we proved that the asymptotic behavior of vn and vλ can be derived
from the asymptotic behavior of solutions of some evolutions equations, namely
(6.2.15) and (6.2.17). It should thus be interesting to determine which additional
conditions on the nonexpansive operator J may imply convergence of the solutions
of these equations, and so convergence of vn and vλ.

− Notice that Corollary 6.4.19 hints that vλ and vn should have the same asymptotic
behavior for a wide class of nonexpansive operators, since the study of lim vn seems
to be a limit case of the study of lim vλ. Of interest is also Corollary 6.4.7 which
gives a su�cient condition for existence of both lim vn and lim vλ as well as their
equality.

− In Examples 6.3.2 and 6.4.22 we saw that some results that arose naturally during
this paper have a nice interpretation in the framework of games with uncertain
duration. In particular we showed that for speci�c types of uncertain duration, the
value of those games behave asymptotically either as vn or vλ as the expected time
played tends to in�nity. Following [40, 42] it thus should be interesting to study
uncertain duration more generally, hoping that some conditions on the Shapley
Operator will provide convergence of values for more than just �nitely repeated and
discounted games.
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6.6 Compléments

6.6.1 Opérateurs réduits

On peut noter que les opérateurs réduits Φ̂, bien que n'étant pas des opérateurs de
Shapley (voir section 4.3.4), satisfont tout de même les hypothèses de la remarque 6.4.14.
Par conséquent, pour toute paramétrisation λ telle que λ′(t)

λ2(t)
converge vers 0 lorsque t

tend vers +∞, la solution û de

û(t) + û
′
(t) = Φ̂ (λ(t), û(t))

a le même comportement asymptotique que la famille de valeurs réduites v̂λ.

6.6.2 Une conséquence de l'inégalité de Kobayashi

Il est intéressant de remarquer qu'en utilisant la théorie des quasi-orbites (voir [1]), le
corollaire 6.3.12 a comme conséquence la proposition suivante [44] :

Proposition 6.6.1 Soit J : X → X non dilatant ayant au moins un point �xe, soit
λn ∈ `2\`1, et soient U et xn dé�nies par (6.3.1) et (6.3.2) :

U ′(t) = −A(U(t))

et
xn − xn−1 = −λnAxn−1.

où l'on a posé A=I-J. Alors :

a) Si pour toute condition initiale U(t) converge (resp. converge en moyenne, converge
faiblement) quand t tend vers +∞, alors pour toute condition initiale xn converge
(resp. converge en moyenne, converge faiblement) lorsque n tend vers +∞.

b) Si pour toute condition initiale xn converge (resp. converge en moyenne, converge
faiblement) quand n tend vers +∞, alors pour toute condition initiale U(t) converge
(resp. converge en moyenne, converge faiblement) lorsque t tend vers +∞.
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