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TD 2. Séries entiéres

Exercice 1. (Critére de D’Alembert) Soit (a,) € (C*)N telle que |an41|/|an| converge vers
une limite | € [0, +00]. Calculer le rayon de convergence de ) a,2" en fonction de I.

Exercice 2. Calculer le rayon de convergence de la série entiére ) a,z", avec a,, égal a :
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Exercice 3. Calculer le rayon de convergence de série entiére » | e™z"".

Exercice 4. Soit f(x) = Y -, a,z" une série entiére de rayon de convergence 1, avec (a,) €

CN. Montrer que si Y. a, converge alors f(x) converge vers Y. a, lorsque z — 17,z € R. En
déduire les identités :

2, (=1t — (—1)" m
nZ::l — = In(2), et ,;m = arctan(l) = 1

Exercice 5. Soit > u, et Y v, deux séries convergentes a valeurs complexes, et soit

n
Wy, = g UpVp—k-
k=0

Montrer que si Z wy, est convergente alors sa somme est égale a E Un, E Vg

n k
Exercice 6. Soit f(z) = ), a,2" une série entiére de rayon de convergence +o0o, avec (an) €
CN. Montrer que si la série converge uniformément alors f est un polynome.

Exercice 7. Soit P un polynome & coefficients complexes.
1. Montrer qu’il existe une constante Cy > 0 et un entier d tels que pour tout z € C on ait

|P(2)| < Co(1 +|2|%).

2. En déduire que le rayon de convergence de la série entiére Y P(n)z" est plus grand que 1.
3. Montrer que si P n’est pas identiquement nul le rayon de convergence de Y P(n)z" est
exactement égal a 1.

Exercice 8. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére ) a,z" ainsi que sa
somme sur U'intervalle | — R, +R[ de l'axe réel, avec a, égal a :
4™ 4+ 5" sin(n 2n
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Exercice 9. Soit (a,b) € C2 montrer que
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b),
sin(a + b) = cos(a) sin(b) + sin(a) cos(b).

Exercice 10. Résoudre dans C les équations cos(z) = 0 et sh(z) = 0.



