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TD 5. Théoréme des résidus

Exercice 1. Soit f et g deux fonctions méromorphes sur 'ouvert U de C et soit zg € C.

Montrer que si f est holomorphe en zy et si g a un zéro simple en zg, c’est-a-dire g(zg) =
0,4'(z0) # 0, alors
[ (20)
Res(f/g,20) = .
10200 = 5z)

Exercice 2. Localiser les singularités isolées de chacune des fonctions suivantes, et les carac-
tériser :
2 3
z 1 — cos(z) -1 2°+1
alz :771)2 :7762’ = e (2_1)27d2’ = —

Déterminer les poles et les résidus de chacune des fonctions suivantes :

22 sin(z) ze?

e(z) = Go2(2+1) f(z) = Gt 9(z) = o3 h(z) = cotan(z).

Exercice 3. Soit v défini sur [0,27] par v(t) = . Calculer la valeur des intégrales

2 _ 2 2 2 1 z

]_/zz"i'dz’ J_/HdZ’ K_/edz7 L_/ cos(z) ds -
5 (22 —-1)2 5 2(32 1) ~ 2(2+2) y 22— 22
Exercice 4. Calculer la valeur des intégrales
2 +o00 2 2T
dt dt
I:/27J:/ ;td%KZ/.,
o 14 cos?(t) oo 12t 0o 34 2sin(¢)

too (g
L—/O 1_:;” pour n € N\ {0, 1}.

o
Exercice 5. Soit F' la fonction définie sur C par F(\) = / e~ 2 gy

—0o0
1. Montrer que la fonction F' est bien définie sur tout C.

2. Soit A = a +ib € C fixeé.
2.1. Montrer que F(\) = eaz/“iabF(ib) a l'aide du changement de variables y = = + a.

2.2. Pour R > 0 fixé on considére le chemin ~yp formé des 4 segments [—R, —R — ib),
[-R —ib,+R —ib], [+R — ib, +R|, [+R, —R] parcourus dans cet ordre, une seule fois et dans

le sens trigonométrique. Montrer que

/ e #1240y = 0.
YR



2.3. En déduire que ,
F(—ib) = F(0)e""/2.

+0c0 9
/ e dt = /7.

—00

2.4. On admet que

Montrer que

F(\) = V2reN/?,

Exercice 6. 1. Montrer que la fonction f définie par f(z) = est holomorphe sur

z —Z
C\ {i(§ +nm),n € Z}. Montrer qu’elle est méromorphe sur ((6: et equ’elle posséde un pole
d’ordre 1 en i7, de résidu égal a 1/(2i).

2. Pour R > 0 fixé on considére le chemin g formé des 4 segments [— R, + R, [+ R, + R+i7],
[+R + im, —R + ir|, [-R + im, —R] parcourus dans cet ordre, une seule fois et dans le sens
trigonométrique.

2.1. Calculer la valeur de I'intégrale

2.2. Montrer que

R dz [ dy
I(R) =2 /R eT 4 e~ % + 22/0 €R+iy + e—R—iy ’

vy dy
o eftiy 4 e—R-iy

teo dy
et conclure que l'intégrale / prppe— est convergente et de valeur /2.
e €T e

2.3. Montrer que
T

<
— el -1

Exercice 7. Soit f une fonction holomorphe sur C, zy € C* et yr(t) = Re' pour R > |z|.
1. Calculer
),

I(R)= / ————dz
(R) R z(z — 2p)
2. On suppose que la fonction f est bornée sur C. Montrer que

27
[I(R)| < msup{lf@)lyz € C}.

3. En déduire que la fonction f est constante sur C.



