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Introduction

La notion de dimension est depuis longtemps définie pour les objets usuels de ’espace euclidien, comme le segment
ou encore la sphere. On la nomme dimension euclidienne et elle vaut naturellement 1 pour le segment, 2 pour la sphere...
Des la fin du 19eme siecle, les mathématiciens s’intéresserent a 1’étude de la dimension d’objet plus complexes. Sont
alors définies les dimensions topologiques, et plus particulierement la dimension de recouvrement !. Ainsi la dimension
topologique coincide avec la dimension euclidienne pour les objets usuels de l'espace euclidien, a homéomorphisme
pres.

Cependant, en 1880, Guiseppe Peano définit une courbe plane sur [0; 1] surjective dans le carré [0; 1] x [0; 1]. Ainsi,
cette courbe qui est de dimension topologique 1 remplit entierement le carré, de dimension topologique 2.

FIGURE 1 — Courbe de Peano

De méme, si ’on multiplie par n la taille d’un objet usuel de dimension d, sa mesure se voit multipliée par n?. Ce
n’est plus le cas pour les ensembles autosimilaires, définis par itérations d’un systeme de similitudes.

FI1GURE 2 — Courbe du dragon

La question de la dimension de ces figures invariantes par changement d’échelle devient alors un enjeu majeur
du début du 20eme siecle. En 1918, Félix Hausdorff construit une nouvelle mesure qui coincide avec la mesure de
Lebesgue sur les ensembles Lebesgue-mesurables, mais rendant mesurables d’autres ensembles, comme les courbes
paramétrées. En reprenant ces travaux, Abraham Besicovitch et David Ursell définissent la dimension de Hausdorff qui
permet la mesure des ensembles fractals, et concrétisent une avancée majeure dans 1’étude de ces objets indescriptibles
géométriquement du fait de leur irrégularité.

FIGURE 3 — Félix Hausdorff

L’objectif de ce mémoire est donc de construire une nouvelle notion de dimension pour les fractales qui coincide
avec la dimension topologique sur les objets usuels de ’espace.

Pour cela, nous introduirons la mesure de Hausdorff et ses propriétés principales, afin d’ensuite pouvoir construire la
notion de dimension de Hausdorff. Nous montrerons ensuite que cette dimension coincide avec la dimension euclidienne
sur les objets usuels de R™ afin de lui donner du sens.

Nous serons alors armés pour s’intéresser aux objets fractals, & commencer par les ensembles autosimilaires, avant de
s’attaquer a des constructions fractales plus abstraites, les ensembles de mots, et leur application principale, ’ensemble
triadique de Cantor.

1. dim(E) < n si tout recouvrement ouvert fini de E admet un recouvrement ouvert fini plus fin tel que chaque point de E appartient &
au plus n + 1 ouverts de ce dernier recouvrement.
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1 Mesure de Hausdorff

L’objectif de cette partie est de définir et construire dans un cadre rigoureux la mesure de Hausdorff.

1.1 Mesures extérieures

On commence par définir la notion de mesure extérieure et mesure extérieure métrique.

Définition 1.1.1. Soit E un espace et pn: P(E) — E+, une application telle que :
1. @ =0
2. AC B= u(A) < u(B)
Sop(U An) < ngOH(An)'

n=0

1 est appelée mesure extérieure sur E, et permet de définir la tribu des parties mesurables de E.

La construction de ces mesures est abordée dans le paragraphe suivant. On peut de méme définir la notion de
mesure extérieure sur des espaces métriques.

Définition 1.1.2. Soit (E,d) un espace métrique et p une mesure extérieure sur E. | est une mesure extérieure
métrique si :

VA,BCE, d(A,B) >0= pu(AUB) = u(A) + n(B)
ot, d(a,b)=inf{d(z,y), z € A, y € B}.

Théoréme 1.1.1 (Théoréme de Carathéodory). Soit 1 une mesure extérieure sur E.
On construit M, :={ACFE | VBCE, w(B)=p(ANB)+ p(B\ A)}, une partie de P(E).
Alors M, est une tribu sur E et (E, M, 1) un espace mesuré.

La preuve est donnée en anneze.

Corollaire 1.1.1 (Critere de Carathéodory). Soit p une mesure extérieure sur un espace métrique (E,d),

w borélienne si et seulement si elle est métrique.

Preuve :
On commence par montrer le sens direct.
Soit A, B C (E,d) tels que d(A, B) > 0. La tribu des boréliens de B(E) étant engendrée par les ouverts de E et p

étant borélienne, A est borélien et donc mesurable par p.
Donc

AU B) = u((AUB) N A) + u((AUB) \ A°)
— u(A) + u(B)

w1 est donc bien une mesure métrique.

Pour montrer I'implication dans le sens indirect, il suffit de montrer que pour tout fermé de (E,d), E € M,,.

Soit donc A un tel fermé et B C E, p(B) < co. On va montrer que (BN A)+ u(B\ A) < p(B). L’autre inégalité est
directe par sous-additivité de u.

On construit donc la suite d’ensemble (By)ren par la récurrence suivante :

By={z€E, d(z,A) > 1}

1 1
B = E — <d(z. A — k>1.
k {xe,k+1_(z,)<k},v_



Les (Bg)ken sont disjoints et forment une partition de B\ A. Ainsi VN € N :

B\A UBk </LUBk +;L U Bk

kEN k=N-+1
+oo
< ,L(U Be)+ Y (B
k=0 k=N+1
N 400
Et done, w(BNA)+pu(B\A) <pu(BNA)+p(U Br)+ > w(Br).
k=0 k=N+1
N
Or Vk € N, d(By,A) >0, donc d((BN A), U Bi) > 0. Par convergence de la série de terme général (u(By))ken :
k=0
+oo
p(BNA)+u(B\A) <u((BnA)U U Bp)+ Y u(Bk)
k=N+1
+oo
<uB)+ Y u(Br).
k=N-+1

En faisant tendre N vers I'infini, on obtient bien u(B N A) + u(B\ A) < u(B), ce qui conclut la démonstration.

1.2 Construction de mesures

Dans cette section, nous nous intéressons a la construction de mesures extérieures.
. =+
Pour ce faire, nous nous donnons E un ensemble, & C P(F) un recouvrement de E et § : Y — R . On pose :

VACE, u(A) = Del%f(A) Z 0.4 (1)

ot R(A) désigne 'ensemble des recouvrements dénombrables de A par des éléments de U.

Théoréme 1.2.1. u est une mesure extérieure.

Preuve :

Les deux premiers points sont directs. On montre donc la sous-additivité.
Pour ce faire, on se donne une suite de parties de F (A, )nen, et € un réel positif.
Pour chaque n, on pose D,, € R(A,), tel que > 0(X) < p(An) + 57

XeD

L’existence d’un tel ensemble est garanti par la construction de pu.

On adeplus J D, € R(A,), et donc :
n>0

(L>JOA ) XELZJ:D 6(X>: Z>:OX€z£) ( )< Z>:O( ( ) 7)_6—’— Z>:0M(

On fait tendre € vers 0 et on obtient bien la sous-additivité de u.

Remarque : Avec cette construction, on peut naturellement construire la mesure de Lebesgue sur R%, en posant
U la classe des pavés de R, et ¢ application qui a un pavé associe son volume.



1.3 Mesure de Hausdorff

On réalise ici la méme construction de la mesure que précédemment, en se placant sur un espace métrique (F,d),
qu’on recouvre avec la classe U = {X C E, diam(X) < €}, o € est fixé positif strictement.
On se donne un réel s > 0 et on pose 'application § : X — diam(X)*.
Enfin, on pose R¢(A), I'ensemble des des recouvrements dénombrables de A par des parties X C F telles que
diam(X) < e.
On obtient alors la quantité : VA C E, Hi(A):= inf > (diam(X))*.
DeR(A) xep

Définition 1.3.1 (Mesure de Hausdorff s-dimensionnelle). On définit la mesure de Hausdorff comme il suit :
H(A) = lin%)’H,i(A), VACE. (2)
€E—

Remarque : Pour 1 < ¢, on a forcément R, (A) C Re(A), VA C E, et donc H; > HZ. On en déduit donc la
proposition suivante :

Proposition 1.3.1.

H(A) = ig}g HI(A). (3)

On peut alors donner les propriétés suivantes :

Propriété 1.3.1. La mesure de Hausdorff est :
1. une mesure extérieure
2. une mesure métrique

3. une mesure borélienne.

Preuve :
Il est clair, de part sa construction, que H® est une mesure extérieure Vs > 0. Il suffit donc de montrer qu’elle est
métrique, ce qui prouvera qu’elle est borélienne d’apres le critéere de Carathéodory.
Soit s > 0, A, B C E tels que d(A, B) > 0. On a toujours H*(A) + H*(B) > H*(AU B) car H?® est extérieure.
Pour montrer la deuxiéme inégalité, on pose 0 < € < d(A, B) et un ensemble de recouvrements D € R.(A U B).
Les éléments de D ne peuvent intersecter a la fois A et B du fait de leur diametre.
Ainsi, VD € R (AU B), 3D, Dy disjoints tels que D1 € Re(A) et Dy € Re(B). Ainsi :

HE(A)+HE(B) < Y (diam(X))*+ > (diam(X))* = > (diam(X))®.
XeD; XeDs XeD
En passant & l'infimum et en faisant tendre e vers 0, on obtient bien H*(A) + H*(B) < H*(A U B), ce qui conclut la
démonstration.

Remarque : On notera que la mesure de Hausdorff H° correspond & la mesure de comptage sur E, tandis que la
mesure H' sur R correspond & la mesure de Lebesgue sur R.

Le lien avec la mesure de Lebesgue sera vu plus tard dans l’exposé, mais nous pouvons des a présent dégager
plusieurs caractéristiques de la mesure de Hausdorff, qu’on retrouve avec la mesure de Lebesgue.

Proposition 1.3.2. Soit f une similitude de rapport r > 0, c’est a dire : Va,y € E, d(f(z), f(y)) = rd(z,y).
Alors :
Vs >0, VACE, H*(f(A)) =r"H°(A) (4)



Preuve : Soient A C E, € > 0. On remarque que f(R(A)) = Rer(f(A)).
On en déduit donc :

Mo (F(A) = nf é<diam<y>>s = dnf X;wmm(fm))s =t dnf S (diam (X)) = rHI(A)

On conclut en faisant tendre e vers 0.

Proposition 1.3.3. Soit (X,dx) et (Y,dy) deuz espaces métriques, K >0 et f: (X,dx) — (Y,dy) une application
K -lipschitzienne.
Alors :

VA C X, H(f(4)) < KSH(A) (5)

Preuve : Par le méme systeme de preuve que ci-dessus, on a :

He(F(A) = inf N (diam(Y))* = inf Y (diam(f(X)))* <K° inf " (diam(X))" = K*HZ(A).

Def(Re(A D'ER(A D’'E€R (A
€f(R(A) v ER(A) YD ER(A) YD

On conclut en faisant tendre e vers 0.

Maintenant la mesure de Hausdorff bien introduite, nous pouvons introduire la notion de dimension de Hausdorff,
qui donne un sens a la notion de mesure s-dimensionnelle.



2 Dimension de Hausdorff
2.1 Définition et premieres propriétés
Avant toutes choses, on introduit le lemme suivant :
Lemme 2.1.1. Soit A C E. S’il existe d > 0 tel que HY(A) < oo, alors H* = 0, pour tout s > d.

Preuve : Soient ACE, s>d>0:

s — : ; s : : d(; s—d < : : d.s—d _ _s—dqyd
Hi(A) Del%f(A) XgD(dzam(X)) Delgle) XgD(dzam(X)) (diam(X))*~* < Del%f(A) XED(dzam(X)) € eSTVHE(A).

Comme H?(A) < oo, on obtient bien que H2(A) — 0, et donc que H*(A) =0 VA C E dés que s > d.
e—>

De ce lemme, on en déduit le théoréeme suivant central :
Théoréme 2.1.1. VA C E,3! d € R U {oo} tel que :

1. H?(A) =00, Vs<d

2. H¥(A)=0, Vs>d
On appelle dimension de Hausdorff de A ce réel d.

d "2 dimpy A. (6)

dimg(A) 5

FIGURE 4 — Graphe de la fonction s — H*(A)

Preuve : Si {H*(A) < oo} = 0, alors on pose d = oo, qui vérifie bien les conditions du théoréme. Sinon, on pose
d=inf{s >0, H*(A) < oo}.
Sis<d, H*(A) = 0.
Si s > d,, alors il existe sg €]d; s[ tel que H®°(A) < oo. D’apres le lemme précédent, on en déduit que H*(A) = 0, ce
qui conclut la preuve, 'unicité étant directe.



Proposition 2.1.1. 1. Si AC B, dimgA < dimyB.
2. Si A, BCE, dimg(AU B) = max(dimgA,dimyB)
3. Soit f: E — E une similitude, dimpgf(A) = dimgA
4. Soit f: E — E lipschitzienne, dimpy f(A) < dimpgA
)

. Si f homéomorphisme bilipschitzien
ie. IK tg. K~ dx(2,y) < dy(f(2), f(y)) < Kdx(z,y),

2.2 Invariance par translation et changement d’échelles

Proposition 2.2.1 (Invariance par translation). Soit s € RT, VA C E, Vx € E, H*(A+ z) = H*(A)

Preuve : Soit € et s deux réels positifs, A une partie de Eet z € E. On a :

Hi(A+z) = Delfgl:f(A) );)(dzam(X +a))’ = De%lef(A))gD(dmm(X)) =HI(A).

On conclut en faisant tendre € vers 0.

Proposition 2.2.2. Soit s ¢ RT et A >0, VA C E, H}(AA) = AH3(A)

Preuve : Soit € et s deux réels positifs, A une partie de E et A > 0. Soit D € R(A) un recouvrement de A. On a :

3 (diam(X))* = Y (diam(AX))* = \* Y (diam(X))*.

XerD XeD XeD

De plus, le changement d’échelle conserve les recouvrements, au sens ot si D € R.(A), alors AD € Ry .(AA), et donc
en particulier :

H3i(AA) = inf diam(X))® =  inf di AX))P = NHI(A).
eO) =t S (diam(X))* = a3 (diam(AX) ()

On conclut en faisant tendre e vers 0.



2.3 Premiers exemples en dimension 1

Dans ce paragraphe, on se propose d’étudier le lien entre la mesure de Hausdorff 1-dimensionnelle et la mesure de
Lebesgue, ainsi qu’un exemple important pour comprendre la notion de dimension de Hausdorff.

Proposition 2.3.1. En dimension 1, la mesure de Lebesque et la mesure de Hausdorff 1-dimensionnelle coincident.
Ainsi lorsque n = 1, H' = AL

Preuve : La mesure de Hausdorff étant invariante par translation, il suffit de montrer que H([0;1]) = 1.
Dans un premier temps, on montre que H*([0;1]) < 1 en découpant l'intervalle en U; = [%, whi=1,.k

On a alors :

k
MY ([051]) < > diam(U;) = 1.

i=1

Pour montrer 1’autre sens, on pose € et § deux réels positifs et (U;);er un recouvrement de [0; 1] par des ouverts, tels
que | Hi([0;1]) = X diam(U;) | < e.
i€l

On construit une famille (ax)k=0,.. n, telle que 0 = ag < a1 < ... < a,, = 1 et chaque intervalle [ay; ax+1] est inclu dans
un et un seul ouvert U;. L’existence de cette famille est donnée par la théoreme de recouvrement de Vitali que nous
abordons plus loin.
n—1
On a alors H}([0;1]) + € > Y diam([ak; ar+1]) = 1. En faisant tendre € puis ¢ vers 0, on obtient H'([0;1]) > 1, ce qui
k=0

conclut la démonstration.

Nous nous proposons maintenant de définir rigoureusement la notion de courbes paramétrées, afin d’en étudier des
propriétés par le prisme de la mesure de Hausdorff.

Définition 2.3.1 (Courbe paramétrée). Soit a > 0 et I = [0;a] un intervalle.
Soit v : I — R"™, une application continue et injective dans R™ muni de la norme euclidienne.
On appelle courbe de R™ l’image de I par ~y. Ainsi on pose T' = v(I) et on dit que v est une paramétrisation de T.

De plus, si J = [b;c] est un intervalle inclu dans I, on définit la notion de longueur de v le long de J notée £(v,J)
avec :

Uy, J) = sup D Ivt) =)} (7)

b=tp<t1<...<tp=c k=0

Remarque : Il s’agit de la borne supérieure prise sur tous les découpages du segment [b; c|.
On définit alors la notion de longueur de courbe :

Définition 2.3.2. Soit I' une courbe de R™ et v : I — R™ une paramétrisation de I'. On définit la longueur de T’
par :

UT) = L(y, ).

10



La définition de longueur d’une courbe n’aurait aucun sens sans la propriété centrale qui suit :

Proposition 2.3.2. La longueur d’une courbe est indépendante de la paramétrisation choisie.
Ainsi si y1 ¢ [0;a1] — R™, et 75 : [0;a2] — R™ sont deux paramétrisations différentes d’une méme courbe T', alors

£(71,[05 a1]) = £(7y2, [0; az]).

Preuve : Soient 7; et 72 deux paramétrisations d’une méme courbe I'. Par construction, ces applications sont
continues et bijectives sur leur image, avec v1([0; a1]) = 12([0;a2]) =T

On définit alors o </ Y5 to v 1 [0;a1] — [0; az).

Soit n € N, on construit alors les réels (tx)k=0,...n €n posant 0 = ¢y < t; < ... < t,, = a1, auxquels on associe les réels
(Sk)k=0,...n définis par s = o(tx), Vk € {0, ...,n}.

L’application o étant bijective et continue, elle est monotone, et donc 0 = sg < 51 < ... < S, = aq si elle est croissante,
et 0 =35, < 8,-1 < ... < 8o = ay si elle est décroissante .

De plus, Vk € {0, ...,n}, [|v2(sk) = v2(sk—1)|| = [[71(tk) = y1(te-1)l],
Ainsi,

3 Ihe(se) = re(sx-0ll = 3 I (t) = (bl

Et ce pour n’importe quels (¢;)k=0,....n tels que 0 =ty < t1 < ... < t, = a;. Ainsi par strict croissance de o :

sup {Z [v2(sk) = v2(sk-1)lI} = sup {Z (o (o (te—1)ll}

0=s50<s1<...<Sp=as k=0 O=to<t1<...<tp=a1 k=0

= sup {Z v1 () — v (Er—1) 11}

O=to<t1<...<tn=a1

La mesure de Hausdorff va alors prendre son sens puisqu’elle permet de retrouver la notion de longueur d’une
courbe sans se préoccuper d’une quelconque paramétrisation. En effet :

Proposition 2.3.3. Soit I une courbe de R,

Preuve : Soit v : [0;a] — R™ une paramétrisation de T', et on note p la projection sur la droite (7(0),~(a)).
On a par connexité de I' que [y(0);v(a)] C p(T). p est une application 1-Lipschitzienne, donc H(T') > H!(p(T)) >
llv(a) —v(0)]|. On fixe n € N et on pose 0 =ty < t1 < ... < t, = a. On définit alors T'y = vy([tx—1,tx]). On note que

HE (Pk,1 n Fk) = 'Hl({’}/(tkfl)}) = 0. Ainsi :

"r) = i%l(m
k=0
> M (p(Th)
k=0
> te-1) = ()l
k=0

On conclut la premiére inégalité en passant & la borne supérieure sur les découpages de [0; al.

11



Pour l'autre inégalité, on pose 'application :
u : [0;a] —  [0;¢(T)]
t = Ly, [0t]).

Cette application est strictement croissante, v(0) = 0, v(a) = ¢(T), et elle est de plus continue. En effet, soient
t€[0;a], s€[0;t[. On a:
u(t) - U(S) = g(Va [Sa t])
< H (7([s,1]))-

Or SQtV([s,t]) = {7(s)}, et donc lim,_,,— H'(7([s,1])) = Hl(sgt’y([s,t])) = H(7(s)) = 0. u est donc bien continue.
On définit alors : 7 : [0;4(T)] — R™
t = y(umi(t).

Soient t1,tg € [0;£(T")] avec t1 < t2. On a :

[7(t) =7 (&)l < €37, [

[0, tz]) (7, [0, 11])

[0, (t2)]) = €0y, [0, 0™ (t1)])
= u(u”(t2)) — u(u"(t1))

to —t1.

Donc 7 est 1-Lipschitzienne. On en déduit que H(T") = H (F([0; £(T)])) < H([0;4(T)]) = £(T).
On a définit la dimension de Hausdorff d’un ensemble A comme 1'unique réel d tel que

d=sup{s€@+ \ Hszoo}zinf{seﬁ+ | H® =0}

Cette unicité nous assure donc que la dimension de Hausdorff du segment [0;1] est 1, et de la méme maniére que la
dimension d’une courbe paramétrée de R™ vaut également 1.

Les derniers résultats nous montrent donc qu’en dimension 1, la mesure de Lebesgue et la mesure de Hausdorff
1-dimensionelle coincident, mais que la mesure de Hausdorff de sous-ensembles de R™ n’est pas forcément nulle contrai-
rement a la mesure de Lebesgue.

En réalité, on peut généraliser les liens entre mesure de Lebesgue et mesure de Hausdorff dans R™ grace a I'inégalité
isodiamétrique que 'on aborde dans le paragraphe suivant.

12



3 Inégalité isodiamétrique et lien avec la mesure de Lebesgue

Dans toute cette section on notera A" la mesure de Lebesgue dans R", et b,, le volume de la boule unité dans R".

3.1 L’inégalité isodiamétrique
Le but de cette partie est de donner une preuve de I'inégalité suivante :

Théoréme 3.1.1. Quelque soit A C R",

A"(A) < by <dm<A>)

2
Pour ce faire, nous aurons besoin du procédé de symétrisation de Steiner.

Définition 3.1.1 (Procédé de symétrisation de Steiner). Soient a,b deux vecteurs de R™ avec |lal| = 1. On pose :

L} :={b+ta;t € R}
P, :={x eR" (x,a) =0}

On définit la symétrisation de Steiner par rapport a ’hyperplan P, de la maniére suivante :
Soit A C R"™,

Sa(A):= U {b+ta|t]|< IAANLYY.
bE Py, ANLEF#D

Il s’agit donc de remplacer le segment AN Ly par un segment de méme direction que L} centré en b et de longueur
AL(AN L}). Géométriquement cela revient a ramener sur Uaze des abcisses la section d’une région par une droite et
faire varier l’abcisse de cette droite.

i figure 1
FIGURE 5 — Procédé de symétrisation de Steiner
On admet les deux propriétés suivantes :

Proposition 3.1.1. 1. diam(S,(A)) < diam(A)
2. si A est mesurable, alors S,(A) aussi et \"(A) = A"(S,(4)).
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Preuve du théoréme :
L’idée de la preuve est d’appliquer plusieurs procédés de Steiner a A de maniere a le rendre symétrique a 0 et ainsi
diminuer son diametre mais pas sa mesure. On obtiendra en effet un ensemble centré en 0 et inclu dans la boule
euclidienne de diameétre inférieur a celui de A.
Ainsi on suppose A de diametre fini, et on note (eq,...,e,) la base canonique de R™. On pose A; := S, (A) et
Vk €{2,....,n}, A := S, (Ak—1). Enfin on pose A* = A,,. On veut que A* soit symétrique & 0. Pour cela montrons par
récurrence que quelque soit k € {1,...,n}, Ay est symétrique par rapport a P, , ..., P, .

Pour k£ =1, il est clair que c’est le cas.
Supposons la propriété vraie a k fixé, et montrons-la pour Ay 1, et plus particuliérement montrons que
0j(Apy1) = Arq1 V5 € {1,...,k}, ot 0; désigne la réflexion orthogonale par rapport a P,

Soit b €Pe, . Par hypothese de récurrence, 0;(Ax) = Ax. On montre donc aisément que 0] (Ak N LeHl) Ay, mLekJ(rbl)’
et ainsi A! (0(Ax N L)) = (Ak n LekJ(rl))'
Or:

Ak-‘rl = S€k+1 (Ak)

1 e
- U {b+tek+1;t|§ 2A1(A0Lbk+l)}.
bEPe,  ARNL, T £0
Et :
(A = i(b) + to; < Iatan e
o3 (Axs1) U 0 (b) + to(ensa)i | < SN (AN L)

be ek+1,AkﬁL k+175@

U ootz prancig)

ApnLF+1 £

bEP.,

Comme Ay est symétrique & Pe,, si Ay N Ly""" # 0, alors Ax N Le’”r1 £ (. Ainsi :

1 ex
e = U {errelis pianzoy]
bePekH,AkmL:k“;é(b
= Ags1

Donc, Vk € {1,...,n}, Vj € {1,...,k}, 0j(Ar+1) = Agt1.
Ainsi A* est symétrique & P,,, ..., P, et donc a 0.

Vo € A*,—x € A* et done, | z |<
On en déduit que, A* € B(0, %W).
On peut donc conclure, en notant que si A n’est pas forcément mesurable, A I'est :

A" (A) < \'(4)
A" (A)
()
dwm )
dmm
)

diam(A™)
—

’I’L

| /\

IN

IN

bn

IN

bn

/_\/\
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3.2 Le théoréme de recouvrement de Vitali

Pour parvenir au résultat central de la troisieme partie de cet exposé, nous avons besoin du résultat intermédiaire
suivant :

Théoréme 3.2.1 (Théoreme de recouvrement de Vitali). Soient A C R"™ et F une famille de boules fermées d’intérieur
non vide. On suppose que

1. Vx € A, dB € F telle que x € B
2.Vxe A, inf diam(B)=0
BeF;xeB

Alors il existe une famille dénombrable G C F telle que :

1. Les boules de G sont deuz & deux disjointes

2 (ay U B) =

Beg

Pour démontrer le théoreme nous aurons besoin des deux lemmes suivants que nous admettrons :

Lemme 3.2.1 (Zorn). Soit (X,d) un espace métrique. Soit F une famille de boules fermées de X. Alors il existe une
sous-famille G C F formée de boules deux & deux disjointes, telle que si G C G’ C F avec G' famille de boules deuzx a
deuz disjointes, alors G = G'.

Notation : Si B = B(z,r), x € X, r > 0, on pose 5B = B(x, 5r)

Lemme 3.2.2 (Lemme de recouvrement 5r). Soit (X,d) un espace métrique séparable. Soit F une famille de boules
de X telles qu’aucune n’est réduite a son centre et que

sup diam(B) < oco.
BeF
Alors il existe une sous-famille dénombrable G C F telle que :

1. G est formée de boules deux a deux disjointes

2. U Bc U 5B.
BeF Beg

Preuve du théoréme :

Dans un premier temps, nous supposerons A borné de mesure de Lebesgue finie. Alors par régularité, on peut
trouver un ouvert U borné tel que A"(U) < (1 + 7™)A"(A). De plus Vo € A,3r > 0, B(z,r) C U. Donc on peut
trouver B = B(y,v) € F telle que x € B. Ainsi pour v assez petit, B C B(x,r) C U. Et donc :

Ac |J B

BeF,BCU

On peut alors appliquer le lemme 3.2.2 et trouver une famille (B;);~¢ dénombrables de boules disjointes de {B €
F,B C U}, telle que

>0
Et de plus 57" A" (A) < 57" 3 A"(5B;) =5"" Y 5"A"(B;) = Y. A"(B;).
>0 i>0 >0

k1
On peut donc trouver un entier k; tel que 6" A" (A) < > A*(B;).

i>0
On pose alors A1 := A\ |J B;.Ona:
0<i<ks

XAy < AU | B

0<i<k
=N"(U) = Y A(B)
0<i<k;
< ad"(A).

Aveca:=1+7"—-6"".
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Par régularité de la mesure de Lebesgue, on peut trouver un ouvert U; tel que Vo € Ay,3r > 0, B(x,r) C U;. On
recommence alors le procédé en trouvant un entier ko > ki, une famille (B;)k,>%, dénombrables de boules disjointes
de{BeF,BCU}telsquesi Ap:=A;\ U Bi=A\ U Bj,ona:

o>k 0<i<ks
)\n(Ag) S Oé)\n(Al) S QZAn(A)
On réitere I'opérations m fois, et on obtient finalement :
XA\ | Bi| <am™a4), 0<a<1
0<i<knm,

Ce qui permet de conclure la preuve en faisant tendre m vers I'infini.

Nous avons maintenant toutes les armes pour démontrer le résultat central de cette partie.

3.3 Mesure de Hausdorff n-dimensionnelle et mesure de Lebesgue

L’objectif de cette partie est démontrer le théoréme suivant :
Théoréme 3.3.1. Quelque soit A C R", A\"(A) = a, H"(A), ot o, = 22

Dans certains ouvrages, on définit la mesure de Hausdorff en prenant en compte ce parametre «,, afin d’obtenir
une égalité entre \™ et H™. Dans cet exposé, on a choisi pour un soucis de clarté de beaucoup de preuves précédentes
de ne pas le faire apparaitre et on se contentera d’un résultat de proportionnalité.

Preuve du théoréme : Soit A C R™, § > 0.
Etape 1 : \"(A) < a, H™(A)

Soit (Ak)k>0 un recouvrement dénombrable de A tel que Vk diam(Ag) < 0.
D’apres I'inégalité isodiamétrique, A"(A) = Z A" (Ag) < Z by (dwm A’“))

En passant a l'infimum sur les recouvrements denombrables de Rs, on obtient que

On conclut en faisant tendre 6 vers 0.
Etape 2 : \"(A) > a, H™(A)

En fixant § > 0, on peut montrer aisément que

A"(A) = inf {Z)\”(Qi); Qi cubes tels que diam(Q;) <4, Ac| Qz} .

>0

On en déduit donc que la mesure de Hausdorff H™ est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue A™.
Ainsi en posant €, > 0, il existe un recouvrement de A par (Q;)i>o cubes tels que diam(Q;) < ¢, de maniere a ce que
STAMQ;) < A"(A) + e

En vertu du théoreme de Vitali, on peut trouver pour chaque @; une famille dénombrable de boules fermées disjointes

d’intérieur non vides telle que A™ (Ql \U B,@) =0=H" <QZ \U Bi)
k k
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On a alors :

Ce qui conclut la démonstration et cette partie.
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4 Ensembles autosimilaire et premiere approche fractale

Nous avons donc construit une nouvelle notion de dimension qui coincide avec la dimension euclidienne pour les
objets usuels de l'espace euclidien et qui permet d’associer une dimension aux objets fractales : la dimension de
Hausdorff. Ainsi Benoit Mandelbrot définit un objet fractal comme tout objet de dimension de Hausdorff strictement
supérieure a sa dimension topologique. Cette définition sera abandonnée car trop restrictive et remplacée par une
défnition plus informelle : des figures invariables par changement d’échelle.

Il existe plusieurs types d’objet fractal selon leur construction : par processus stochastique, par récurrence sur le
plan complexe, ou par systeme de fonctions itérées. Dans cette partie, nous nous proposons d’étudier la dimension de
fractales construites de la derniére maniere.

4.1 Ensembles autosimilaires

On se place dans un espace métrique (E, d).

Définition 4.1.1 (Distance de Hausdorft). Soit r > 0.
On pose V.(A) :={x € E, d(z,A) <r}.
On définit la distance de Hausdorff entre deux sous-ensembles A et B de E comme la quantité

dp(A,B) :=inf{r >0, ACV.(B) et BCV,.(4)}. (9)
Proposition 4.1.1. La distance de Hausdorff est une distance sur 'ensemble K(E) des compacts non vides de E.

Preuve :

1. On a directement dg (A, B) = duy(B, A), YA,B € K(E).

2. Sidy(A,B) =0, alors Ve > 0, A C V(B). On en déduit donc que Ve > 0, Vo € A, d(z,B) < € et donc
d(z,B) =0, Vz € A. Ainsi A C B car B est fermé. Symétriquement, B C A et donc A = B.

3. Soient A, B,C € K(E), ¢ > 0. Onpose d; = du(A, B) et d2 = dg(B,C). Ainsi, A C Vg, y£(B) et B C Va,1£(C),
et donc A C Vg, +dy+c(C). De la méme maniere C C Vg, +4,4¢(A4). On a donc di (A, C) < dy +dz+e€. On conclut
en faisant tendre e vers 0.

On peut alors remarquer le lemme suivant :
Lemme 4.1.1 (Admis). Si (E,d) est complet, (K(E),dy) lest également.
On suppose désormais (E, d) complet.

Définition 4.1.2. Soient fi, ..., fr, des similitudes contractantes sur E de rapports ri,...,m,. On appelle (f1,..., fn) un
systéme de fonctions itérées de rapport (11, ...,Tp).
On dit que K € K(E) un attracteur de (f1, ..., fn) st

K = fi(K). (10)
=0

K est dit auto-similaire.

Un ensemble auto-similaire est donc un ensemble formé de contractions de lui-méme. Cette définition permet donc
de définir la premiere famille de fractales grace au théoreme suivant :

Théoréme 4.1.1. Un systéme de fonction itérées admet un unique attracteur.

Preuve :
On pose la fonction suivante :
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11 suffit alors de montrer que F' est contractante. En effet, (K(E), dy) étant complet, on aura I'existence d’un unique
point fixe pour F.

Posons 7 = max{ry...r, }.
Soient A, B € K(E), ¢ >0, y € F(A). Alors il existe i € {1,...,n} et z € A tels que y = f;(z).
On prend alors 2’ € B tel que d(z,2") < dy (A, B) 4 £ et on pose y' = fi(z'). On a donc

d(y,y') = d(fi(z), fi(z")) = rid(z,2") < rdu(A,B) + €

On réalise la méme opération en inversant les roles de F'(A) et F/(B), et on obtient finalement que dy (F(A), F(B)) <
dg (A, B) + €. On conclut la démonstration en faisant tendre e vers 0.

4.2 Dimension fractale

Définition 4.2.1 (Dimension de similitude). On appelle dimension de similitude du systéme de fonction itérées

n
(f1s s fr) Dunique réel s > 0 tel que > ri = 1.
i=0

L’existence de ce réel est donné par le théoreme des valeurs intermédiaires appliqué a la fonction continue strictement
n
L s
décroissante s — 3 ri — 1.

1=0
On se place maintenant et pour la suite dans R,

Définition 4.2.2. On dit qu’un systéme de fonction itérées vérifie la condition de Moran s’il existe un ouvert O de
RY tel que :

1. Vie{l,...,n}, fi(O)CO

2. Sii#j, fi(0)n f;(0)=0.

Théoreme 4.2.1 (Admis). Soit (f1,..., fn) un systéme de fonctions itérées vérifiant la condition de Moran. En notant
K son attracteur et s sa dimension de similitude,

0<H(K) < 0.

Ainsi, si 'on se place dans les conditions du théoréeme précédent,

n

H() = H (U filkO) = D H (fi(K)) = H*(K) 3 7 (11)

i=0
On a donc s =dimyK.

Les ensembles autosimilaires définissent donc des figures fractales dont il est en pratique assez facile de calculer la
dimension, ce que nous montrons dans le praragraphe suivant.
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4.3 Premiers exemples

4.3.1 Le triange de Sierpinski

FIGURE 6 — Triangle de Sierpinski

Construction

1. On prend un triangle "peére” T équilatéral 2.

2. On trace les segments reliant les milieux de chaque coté. On obtient alors quatres triangles dont les longueurs
de cotés valent la moitié de celle de T.

3. On retire le triangle central de la figure.

4. On réitere 'opération a U'infini sur les trois triangles ”fils”.

FIGURE 7 — Quatre premieres itérations du triangle de Sierpinski

Dimension

Soit (OAB) un triangle équilatéral, (f1, f2, f3) trois homothéties (et donc similitudes) de centres respectifs O, A,
et B, de rapport %
La construction K obtenu par itérations de lalgorithme ci-dessus appliqué & (OAB) est lattracteur du systéme de
fonctions itérées formé des trois similitude (f1, f2, f3). Sa dimension de similitude vaut donc :

1 :>8_10g3
N ~ log?2

De plus, (f1, f2, f3) satisfait la condition de Moran grace & Uintérieur du triangle (OAB), noté w. En effet, si
By, O1, A; sont respectivement les milieux des cotés OA, AB, OB, alors f1(w), fa(w), fs(w) sont respectivement
les intérieurs des triangles OBy Ay, B1AO;, O1BA;, et sont tous disjoints et inclus dans w.

Donc sa dimension de Hausdorfl est égale a sa dimension de similitude, et donc :

__log3

dimg(K) =s Tog 2

2. la construction est la méme pour un triangle quelconque

20



4.3.2 La courbe de Peano

FIGURE 8 — Courbe de Peano
Construction
. On se place sur un carré ”pere”.

On divise le carré en neuf carrés de coté de longueur %
On trace la ligne brisée joignant les centres de tous les carrés ”fils”

. On réitere I'opération a 'infini sur les carrés "fils”.

mﬁ”[ﬂ”ﬂm
ﬁm mﬁﬂ%

Dimension

La ligne brisée obtenue par la construction précédente est I'attracteur du systeme de fonctions itérées formé de neuf
similitudes de rapport % que 'on admet satisfaire la condition de Moran. Sa dimension de Hausdorff vaut donc

log 9
— ]_ = = =
) N log 3

Remarque : La fonction f : [0;1] — [0;1]?

, que l'on définit comme limite de la suite de fonctions (f,)n>0 ou fy
est la ligne brisée obtenue a la n-ieme itération de ’algorithme ci-dessus, est une surjection
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4.3.3 Pinwheel Tiling

FIGURE 9 — Pinwheel Tiling

Construction

1. On part du triangle droit ”pere” T de coté 1,2 et d’hypothénuse /5.

2. On pave ce triangle avec 5 homothéties de rapport % On obtient donc 5 triangles "fils” contenus dans T.
3. On enleve le triangle central n’ayant aucun coté inclu dans I'un des cotés du triangle ”pere”.

4. On réitere I'opération a 'infini sur les quatre triangles ”fils”.

Dimension

La figure obtenue par la construction précédente est l'attracteur du systeéme de fonctions itérées formé de quatre
similitudes de rapport % Sa dimension de Hausdorff vaut donc :

)=l = log 4

4 ~ log/5

S
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5 Espaces de mots et ensemble de Cantor

5.1 Espaces de mots
5.1.1 Construction

Prenons un alphabet F, c’est & dire un ensembles fini de caracteres, qu’on appelle lettres. De cet alphabet, on peut
construire des mots, par exemple, si E = {0;1}, a = 001101001. Le nombre de lettres d’'un mot se nomme la longueur
du mot et est notée ||. Ainsi, dans le méme exemple que précédemment, |a| = 9.

On définit E(™ I’ensemble des mots de longueur n, et E*) I'ensemble des mots finis. On a donc :

EG) — U E™
n>0

Si |a| > n, on note «a | n le segment initial de longueur n de «, & savoir ses n premieéres lettres. Dans notre exemple,
a [ 4=0011.

On munit E*) d’une loi de concaténation, si bien qu’on dit quun mot o est un préfixe d’un mot § s'il existe un
mot 7 tel que S = avy. On note alors o < 3.
Définition 5.1.1. Soit A C E™ non vide.

1. Un mot ~y est appelé borne inférieure de A siVa € A,y < a. Autrement dit, v est un préfive de tous les éléments
de A.

2. Un mot B est la plus grande borne inférieure si c’est une borne inférieure de A et si v < B pour tout vy borne
inférieure de A.

Proposition 5.1.1. Tout sous-ensemble non vide A de E*) posséde une unique plus grande borne inférieure.

Preuve : Soit 8 € A, tel que | 8] = n. Soit kg € {0, ...,n} le plus grand entier tel que 5 | kg est une borne inférieure
de A (dans le pire des cas, kg = 0 fonctionne). Montrons que S | kg est la plus grande borne inférieure.
Soit v une autre borne inférieure. 5 € A donc v < 8. Donc il existe un entier k£ € {0,...,n} tel que vy = S | k. Par
définition de kg, k < kg. Donc v < 8 | kg. Donc 5 | kg est bien la plus grande borne inférieure.

On note désormais F“) I'espace des mots de longueur infinie.

Définition 5.1.2. Soit « € E®) un mot fini. On définit le cylindre issu de o par :

[a] :={oc € E¥, a<o}.

1l s’agit de ’ensembles des mots de longueur infinie débutant par la séquence finie .

On a dong, si E = {0;1}, [a0] U [al] = [a], et [a0] N [al] = 0.

Soit h : E) — R. Une fonction de la sorte est appelée une fonction d’adresse et permet de modéliser des
ensembles dans R. On appelle alors E(“) un espace de codage et un mot o € E) Dladresse du réel h(o) qui lui est
associé.

Par exemple, E = {0;1}, au mot périodique ¢ = 01010101..., on peut y associer h(c) = (0.01010101...)y = % La
fonction d’adresse est alors la fonction de codage des fractions en binaire, ’adresse de % dans Pespace de codage E«)
est 01010101...

5.1.2 Meétrique sur les espaces de mots

Soit 0 < r < 1. On définit une distance sur E“) par la fonction p, : E“) x E« — R, définie de la maniere
suivante : si o et 7 sont deux mots ayant o comme plus grand préfixe commun, et |a| = k,

pr(o,7) =1F.

Il s’agit bien d’une distance sur E). De plus, tout cylindre [a] a pour diametre rlol. Enfin, (E(“’), pr) est complet,
compact et séparable.
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Proposition 5.1.2. Les différents espaces métriques (E“), p,) définis selon la valeur de v sont homéomorphes entre
eur.

On peut définir une notion de distance plus forte encore sur des espaces de mots en associant a chaque mot « une
valeur w, selon la regle suivante :

1w >wg sia<f
2. lim wyp, =0, 0 € B,

n—oo
Par exemple, en prenant F = {0, 1} comme alphabet, on peut poser Yo € E®) | ¥n € N, wg, = 2—%
Ainsi, si a < f3, il existe k tel que @« = 5 [ k, et |B] > k. Donc w, = 2% > wg. Le deuxieme axiome se montre
directement.

Soit o et 7 deux mots. On pose p(o,7) = 0si o = 7, et sinon p(o,7) = Wy, ol « est le plus grand préfixe commun
de o et 7.

Proposition 5.1.3. La fonction p définit ci-dessus est une distance ultramétrique sur E) | c’est a dire qu’elle vérifie
les axiomes usuels de la distance, mais aussi l'inégalité ultratriangulaire :

plo,7) < max{p(o,v); p(v,7)}, Yo, 7,v € B®).

De plus cette métrique vérifie diam([a]) = wy, Yo € B,

Preuve : Les deux premiers axiomes sont directs.
Pour I'inégalité ultratriangulaire, on suppose les trois mots o, 7, v tous différents (sinon c’est trivial).
Soit « (respectivement f3), le plus grand préfixe commun de o et v (respectivement de v et 7). Ce sont tous les deux
des préfixes de v donc soit a < 3, soit 8 < «a. Supposons donc que o < . Alors « est aussi un préfixe de o et de 7, et
donc a < 7y, ou 7y désigne le plus grand préfixe commun de ¢ et de 7. Donc :

p(0,7) = w, < wa = plo,v) < max{p(o,v); p(v.7)}.

Le cas 8 < a se montre de la méme maniere.
Il reste & montrer que diam([o]) = wq, Yo € BX),
Soit 0,7 € [@]. On note S leur plus grand préfixe commun. On a alors o < 8, donc wg < wy. Ainsi diam([a]) < w,.
Soit o € E®). On a alors Vo, € E, apo, avo € [a] et donc diam([a]) > wq.

Proposition 5.1.4. Soit A une partie de E“) avec au moins deuz éléments. Alors il existe un cylindre [a] tel que
A C [a] et diam(A) = diam([a]).

Preuve : Soit «a le plus grand préfixe commun a tous les éléments de A. « est fini de longueur k, potentiellement
vide, A C [a] et donc diam(A) < diam([a]).
Soit o € A. On a clairement o | k = o. Mais en revanche, o | (k+ 1) n’est pas un préfixe commun & A. Donc il existe
Te€Atelqueo [ (k+1)# 7] (k+1). aest donc le plus grand préfixe commun & la paire {0, 7}, et donc p(o, 7) = w,.
Ainsi, diam(A) > w, = diam([a]).
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5.2 Mesure sur les espaces de mots
5.2.1 Construction

On se place sur 'espace E(). On associe & chaque mot un nombre positif selon la regle définie plus haut. On peut
donc munir 'espace de la distance ultramétrique p.
On peut engendrer tous les ouverts de cet espace avec la base dénombrable A := {[a], a € E(*)}. On aimerait donc
définir une mesure extérieure métrique M telle que M([a]) = wq.

On définit la quantité suivante :

VBCE®, M(B):= inf Y c([o])
DCR(B) [a]eD

ol R(B) désigne les recouvrements de B par des éléments de A, et c([a]) = wy.

Théoréme 5.2.1. Si les nombres w, satisfont :

Wo = § Wae,

ecE

Alors la quantité M définit sur E) une mesure extérieure métrique telle que M([a]) = wq.

Preuve :
FEtape 1 :
Nous obtenons avec la construction faite ici de M une mesure extérieure, d’apres la section 1.2. Cependant, rien ne
nous assure a priori qu’il s’agisse d’une mesure métrique.

On pose donc A, :={D € A, diam(D) < €}. On définit de maniére semblable la quantité

N.(B) := inf(B) > ela))

DCRe
[aleD

ou R.(B) désigne les recouvrements de B par des éléments de A..
On définit alors
N(D) = lim N(D).

On montre exactement de la méme maniere que dans la propriété 1.3.1 qu’il s’agit bien d’une mesure extérieure
métrique.

De plus, VD € A, ¢(D) > M(D). Donc N (A) > M(A), et ainsi N'(A) > M(A), VA € E).

Etape 2 :
Yo € E@), klim diam([o | k]) = 0, et donc klim sup{diam([a]), a € E®} = 0.
— 00 — 00

De méme,
(o)) = we = Z Wae = Z clael.

eeE ecE
En réappliquant le procédé, on obtient que quelque soit € > 0, tout sous-ensemble D € A peut s’écrire comme une union
finie disjointe d’éléments (D;);cq1,....ny de Ac, avec ¢(D) = > ¢(D;). On a donc Ne(D) < ¢(D), et donc Ne(A) < M(A).
i=0
En passant & la la limite , sur ¢, on montre que N'(A) < M(A) et donc N(A) = M(A), VA € E®), ce qui conclut la
démonstration.

5.2.2 Lien avec la mesure de Hausdorff

On se donne (f1, ..., f) un systéme de fonctions itérées de rapport (r1,...,7,). On pose E un alphabet de n lettres,
en notant A le mot vide et si e est la k-ieme lettre de I'alphabet, r. = 7.
On associe alors & chaque mot o € E®) une valeur () définit de la maniere suivante :

r(A)=1

r(ae) = r(a)r.
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On peut ensuite, grace a ce qui a été fait précédemment, munir E() d'une distance p telle que diam([a]) = r(a).
En notant s la dimension de similitude du systeéme (f1, ..., f»), on observe que :

n

> (r(a)r)* =r(a)®

i=0
Ainsi, les conditions du théoréme 5.2.1 sont vérifiées et on peut définir sur E) une mesure extérieure métrique M
telle que M([a]) = (r(a))® = (diam[a])®. On appelle cette mesure la mesure naturelle issue du rapport (71, ...,75).

Théoréme 5.2.2. Soit E“) un espace de mots muni d’une métrique p et d’une mesure M toutes deuz issues du
rapport (11, ...,rn) de similitudes (f1,..., fn) de dimension s.

Alors
H® = M. (12)
Preuve : On pose 7yae = MaATTe €6 Thin = MiNeTe.
Etape 1 :

Soit A C E®) de diametre positif. D’aprés la proposition 5.1.4, il existe o tel que A C [a] et diam(A) = diam([a]).
Donc M(A)< [a] = (diam([a]))® = (diam(A))*.
Or H? est la plus grande mesure telle que H2(A) < (diam(A))®, pour tout A tel que diam(A) < e. Par décroissance
en € de H?, on en déduit que M < HZ, Ve > 0 et donc que M < H?.

Etape 2 :
Soit @ € E®) un mot fini et > 0. Il existe un rang n tel que r?,. < e et n > |a|. On a alors que V3 € B, r(f) <e.
Or, [a] est une union disjointe des ensembles [3] tels que 8 > « et |8] = n. Donc :

Hila) < Y (diam(B])*= Y (M(B]) = M(a).

Bza, |Bl=n Bza, |Bl=n

En passant & la limite, on obtient que H*([a]) < M([a]), et 'ensemble A := {[a], o € E®)} engendrant E“), on en
déduit que H* < M.

5.3 Une application : I’ensemble triadique de Cantor

nn in mm 1mnn
[l (1 T
(] (1 11

FIGURE 10 — Ensemble triadique de Cantor

5.3.1 Construction et propriétés
On part du segment Cy = [0; 1].
On le découpe en trois segments de méme taille, et on enleve le segment du milieu. On obtient I’ensemble

C = [O; *] U [*' 1].

3 37
On découpe les deux segments de C; en trois segments de méme longueur, et on retire le segment du milieu. On
obtient

1 2 3 45 6 7 8
Cy = [0; §] U [g’ §] U [§7 §] U [57 §] U [§7 J-
On réitere le procédé. Finalement, a I’étape n, on obtient I’ensemble
0 1 2 3 3n—-3 3"-2 3" -1
n= |50 —;—]U... ; - — 1.
O [371 STL] U [3’” 37L] U U [ 371 3I'L ] U [ 3” ]

Il s’agit donc de 'union de 2™ intervalles de longueur %
On note que Vn € N, C,,11 C C,,.
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Définition 5.3.1 (Ensemble triadique de Cantor). L’ensemble triadique de Cantor est lintersection infinie de tous

les C),.

n>0

On voit sans mal que C est non vide (il contient 0 et 1), fermé comme intersection infinie de fermés, borné et donc
compact.
Il est de plus d’intérieur vide. En effet, si son intérieur Int(C) était non vide, alors on pourrait trouver un segment non

vide I C Int(C) Cc C = () Cyp. Donc ¥n,I C Cy. Or la longueur des intervalles de C,, tend vers 0, donc la longueur
n>0
de I est a partir d’'un certain rang N plus grande que celles des segments disjoints composant C,,, Yn > N. Et donc [
ne peut étre dans l'intérieur de C, qui est donc vide.
Enfin, C' est de mesure de Lebesgue nulle car A\(C) = lim A\(C,) = lim Z; = 0.
n—oo

n
n—oQ 3

Proposition 5.3.1. Soit n > 1, l’ensemble C,, est la réunion de 2™ intervalles fermés de la forme

|:Qa1...an . Qal,.,a” + 1:|

3 3n

0t Qay...ap, = 13" 1 + ...+ a,3°, aq; € {0;2}.

Preuve : On procede par récurrence. L’inititalisation est directe pour Cfj.
On suppose que la propriété est vérifiée pour un n fixée, les intervalles composant C,, sont de la forme

|:Qa1...an . Qal‘..a” + 1:| — |:3QCL1...CL" . 3Qa1...an + 3:|

3n ) 3n 3n+1 ) 3n+1

ot Quy...a, = 13" 1 + ... +a,3% a; € {0;2}.
On sépare le segment en 3 parties de méme taille et on enléve celui du milieu. On obtient alors ’ensemble

|:3Qa14..an . 3Qa1.4.an + 1:| U |:3Qa1..4an + 2 3Qa14..an + 3:|

3n+1 ? 3n+1 3n+1 ’ 3n+1

On a bien :

362(11...11n = a13n + ...+ an+1303 Ap41 = 0
3Qa1...an +2= a'13n + ...+ a'n+130a Un41 = 2

Ce qui montre I'hérédité et donc conclut la récurrence.

o0
Théoréme 5.3.1. = € C si et seulement si il existe une unique suite (a;);>0 d’éléments de {0;2} telle que x = ot
i=0
Preuve :
FEtape 1 : Soit € C. On fixe arbitrairement un n tel que € C, 11 C Cyp. Donc il existe Qp, .. p,,, €t Qq,...a, tel que

=A

r€B— le b1, Qb brt1 + 1:| c |:Qa1...an . Qal...an +1

3n+1 ? 3n+1 3n ? 3n

Ainsi, soit le bord gauche de B est égal au bord gauche de A, ce qui signifie que by = aq, ..., b, = @y €t by = 0, soit
le bord droit de B est égal au bord droit de A, ce qui signifie que by = aq, ..., b, = ay, €t b1 = 2.

Ainsi, en réitérant le procédé a l'infini, on obtient que z = ) g+, a; € {0;2}.
=0

Pour I'unicité de cette écriture, supposons qu’elle ne le soit pas et posons x = Z ghetx= Z g—, et notons n le

=0 1=0
premier entier tel que a; # b;. Supposons sans perte de généralité que a; = 0 et b; = 2. On a alors :

o) n—1 o) n—1

=23

i= =0 i=n-+ 1=0 i=n+1 =0

|8
[l
oo‘m
w‘m
|8
+
M
SN
Il
2| 8
+
G|~



De la méme manieére, on montre que

ai+ 2
3 3

n—1
i=0 i=0
En mettant les deux inégalités ensemble, on obtient une absurdité qui conclut 'unicité.
o0
Etape 2 : Soit x = Y- %, a; € {0;2}.
i=0

Alors d’apres ce qui précede,

n—1 n—1
e 1 1 a4 11 1
TEY St T3 g T~ g @uean t g
=0 =0
A' 3 Qal...an . Qal...an"l‘l . d7 N 1 .t. 5 3 1 C
insi, z € Lo o , ce qui prouve, d’apres la proposition 5.3.1 que = € C.

Théoréeme 5.3.2. C est non dénombrable et de cardinal égal & celui de [0;1].

Preuve :
Soit f I’application qui & un élément de C' associe un élément de [0; 1] selon la regle suivante :
o0 o0

Siz=) g, f(x) =) 5 avecd; = 0sia; =0, @ = 1sia; =2. Tout élément de [0; 1] peut s’écrire sous forme

=0 i=
dyadique donc f est une application de C' dans [0; 1].
Cette application est surjective, donc C se surjecte dans [0; 1] qui est équipotent & R. Ainsi C' est non dénombrable et
de cardinal égal & celui de [0;1].
L’ensemble de Cantor est donc un ensemble compact discontinu, d’intérieur vide, de mesure de Lebesgue nulle, non
dénombrable et équipotent a [0;1].

5.3.2 Approche fractale

On se munit de Palphabet {0;1} duquel on construit 'espace E) des mots de longueur infinie. On sait que tout
élément de ’ensemble de Cantor s’écrit comme une succession de 0 et de 2 en base 3. Ainsi, on définit la fonction
d’adresse h : E“) — R qui a un mot associe son écriture en base 3, en remplacant les 1 par des 2. Par exemple, si
o= 011(0}0011... € E@ | h(a) = (0.022020022...)5. De maniére plus rigoureuse, h se définit de la maniére suivante :
Va € B\,

>

h(0a) = %

() +2

>

h(la) =

En utilisant le théoréme 5.3.1 assurant I'unicité de ’écriture en base 3 d’un élément de I’ensemble de Cantor, il est
clair que h(E“)) = C.

On consideére le rapport de similitude (3, 4 log(2)

3 log(3)?
En associant & chaque mot une valeur r(a) de la méme maniere qu’en 5.2.2, on a bien que Va € E®), diam([a]) =
1lal

) de dimension s = et on munit Pespace E() de la métrique p 1

5 =r1(a).
On peut alors définir la mesure naturelle M issue du rapport (%, %) D’apres le théoreme 5.2.2, on a :
log(2)
d E@N = g — 14
i () = 5 = 205 (14)
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Proposition 5.3.2. La fonction d’adresse h : (E“), p%) — (R, ].]) de l’ensemble de Cantor est un homéomorphisme

bilipschitzien, au sens ot Vo, T € EW),
(0,7) <[ h(o) = h(7) |< 3p1(o,7) (15)

Preuve : Soit 0, 7 € E“) et o leur plus grand préfixe commun. Il existe donc o’ et 7/ tels que 0 = a0’ et 7 = ar’.
On raisonne par récurrence sur la taille de a.

Si a| =0, alors pi(0,7) = 1. h est valeur dans [0;1] donc | h(0) — h(7) |< 1. De plus les deux mots commencent par
des lettres différentes donc I'un est dans [0; 3] et 'autre dans [%, 1]. Ainsi la double inégalité est vérifiée pour |a| = 0.

Supposons la relation vérifiée pour un k fixé, et montrons la pour || = k + 1. Alors, soit a = 08 soit a = 13, avec
|8] = k. Supposons donc o« = 15 ('autre cas se montre de la méme manieére). L’hypothese de récurrence nous indique :

203 (50',87') <I A(50") — (') |< 3py (6o, 7).

En effet, 0 = a0’ = 180’ et 7 = ar’ = 187’. L’hypothése de récurrence est vérifiée pour les mots Bo’ et 37" car 3 est
de longueur k.
Or p%(a, T)= p%(l,é’a’, 187") = ip%(ﬁa’,ﬁr’)
Et
| k(o) = h(7) | =| h(ac’) — h(aT’) |
=[ h(180") — h(1B7') |

h(Bo’) + 2 B h(BT") +2 |

3 3

1 / /
= 5 | h(8o') = h(BT) | .

La relation est donc bien vérifiée, ce qui conclut la récurrence.

On arrive donc au résultat final de cette partie.
La dimension de Hausdorff étant stable par homéomorphisme bilipschitzien, on peut conclure que :
log(2)

dimg (C) = dimy (h(E“))) = dimy (E“) = Tog(3)" (16)

Conclusion

Nous avons donc pendant tout ce mémoire eu une approche constructive des figures fractales et des objets nécessaires
a leur étude. Ainsi, nous avons définit la mesure de Hausdorff, et construit une dimension du méme nom. Cette
dimension permet de caractériser les objets fractals, tout en coincidant avec les notions de dimensions classiques pour
les objets usuels de 1’espace euclidien.
Nous nous sommes ensuite intéréssés a une grande famille de fractales, les ensembles autosimilaires avec une approche
géométrique, et I’étude de premiers exemples.
Nous avons enfin étudié les espaces de mots, et ainsi eu une approche plus abstraite mais aussi plus algorithmique de
ce type de fractales. Cette approche nous a permis d’étudier le célebre exemple de I’ensemble de Cantor.
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7 Annexe : Preuve du théoreme de Carathéodory

Il s’agit de montrer que M, :={ACE | VBCE, u(B)=u(ANB)+ pu(B\ A)} est une tribu sur E.

FEtape 1 :

Soit B C E. Comme p est une mesure extérieure, u(BN@) = pu() = 0, et w(F\0) = p(F). Donc u(F)

Etape 2
Soit Ae M, et BC E.

u(B) =u(AN B) + u(B\ A)}
—u(B\ A°) + u(A°N B).

Donc A¢ e M,,.
Etape 3 :
Soit (Ag)ren une suite d’éléments de M,,. On va montrer par récurrence que :

k k m—1
=B\ J An)+ Y ul(B\ | 45)nAn)
m=0 m=0 7=0

On a tout d’abord Ay, A; € M,,. Donc en remplacant B par B\ Ay.
Ainsi, p(B\ Ag) = p((B\ Ao) N A1) 4+ p((B\ Ag) \ A1)) = p((B\ Ao) N A1) + u(B\ (Ao N Ay)).
Et donc pu(B) = p((B\ Ag) N A1) + u(B\ (Ao N Ay)) + u(B N Ap), et ainsi on a linitialisation.

On suppose la relation vérifiée pour un £ > 1 fixé. On a Ay C M), et donc :

k—1
wB\ | Am) =u B\UA N Ar) + u( B\UA )\ Ar)

m=0

=u( B\UA N Ag) + p( B\UA

m=0

Ainsi, (17) devient :

k

k m—1
p((B\ U Am) N AR) + u(B\ [ Am) + D u((B\ | 4)) N An)
m=0 =0

m=0

k m—1
B\ U A+ 3\ U Apnan)
m=0 m=0 7=0

Ce qui conclut la récurrence.
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On pose A= ] Ag.
k>0

Ainsi, w(B) > u(B\ A)+ 3 (BN U A;) 0 Ay).

m=0 =0
o) m—1
En passant & la limite sur k, p(B) > pu(B\A)+ > u((B\ U A4;)NAy).
m=0 =0
Par o-sous-additivité de u, on a

0o m—1

w(B) zu(B\A) + | (BN [ 4)) N An)

m=0 j=0
—u(B) + w(AN B).

L’autre inégalité est vérifiée car B = (B \ A) U (BN A). Ainsi M,, est bien une mesure extérieure sur £
De plus,

p(UJ Ae) Zp@) + > w((J 40\ [ 45)nAn)
k>0 m=0 k>0 7=0
> (U A0\ U 4)nAn)
m=0 E>0 j=0
= Z :u(Am)
m=0

Donc p définit bien une mesure sur M, et donc (E, M), ;1) est bien un espace mesurable, ce qui conclut la démonstration.
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