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Exercice 1: 1) faux (contre-exemple : E = R, f(z) = €%, g(x) = 2%); 2) vrai; 3) vrai aussi (dans
le cours, f allait de £ dans I' et g de F' dans (G, donc on ne pouvait pas considérer f o g, mais ici
on peut puisque f et g vont de F dans E); 4) faux (voir contre exemple dans le cours); 5) faux
(contre-exemple : £ =R, f(x) =€, g(z) = x)

Exercice 2 C’est vrai (vu en cours). Montrons-le par double inclusion.

Montrons tout d’abord f(AUB) C f(A)U f(B). Soit y dans f(AU B). Par définition de f(AUB),
il existe x dans AU B tel que y = f(z). Si x € A, alors f(x) € f(A) donc f(z) € f(A) U f(B).
Sinon, = € B et de méme f(z) € f(A) U f(B). Donc dans tous les cas, y = f(z) € f(A) U f(B).
Donc f(AUB) C f(A)U f(B).

Réciproquement, montrons que f(A)Uf(B) C f(AUB). Ona A C AUB, donc f(A) C f(AUB).
De méme, f(B) C f(AUB). Donc f(A)U f(B) C f(AU B). Donc par double inclusion, f(AUB) =

fF(A) U f(B).

Exercice 3

1) On n’a pas cos0 < cos(%), donc on n’a pas 0R (7). On n’a pas cos(3) < cos(7), donc on n’a
pas (2) R . En revanche, cos(m) = —1 < cos(Z) et sin(r) = 0 < v/3/2 = sin(Z), donc 7 R (%).

2) voir cours (exemple de rédaction : R est totale si pour tout x dans E et pour tout y dans F,
onazrzRyouyRuz.)

3) Non, puisqu’on a 7R (%) mais pas () R .

4) On a vu qu’on n’avait pas 0 R (5). Mais comme on n’a pas sin(7) < sin0, on n’a pas non plus
(3) RO, donc la relation n’est pas totale.

5) Supposons que A admette un majorant 2. Puisque 0 et 7/2 sont dans A on devrait avoir 0 R x,
donc cos0 < cosz, et (5) R, donc sin(5) < sinz. Donc cosz > 1 et sinz > 1, ce qui n’est pas
possible. A n’a donc pas de majorant, donc A n’a pas non plus de plus grand élément.

En revanche, n’importe quel élément de [7, 37/2] est un minorant de A. En effet, soit y € [, 37/2].
Soit z € A. On a cosy < 0 < cosx et siny < 0 < sinx, donc y R x. Comme ceci est vrai pour tout

x dans A, y est un minorant de A.

Exercice 4
1) f(2) =1 23 =1z {1,e27/3 itn/3)
F(2) = =2 & 23 = 2 5 23 — 2677 s 5 € {21/3ein/3 Q3eiBn/3 — _91/3 91/3ibm/3)
2) f n’est pas injective, puisque 1 # ¢™*/3 mais f(1) = f(e™™/3) = 1.

3) Soit z un complexe tel que f(z) = iz, c’est a dire 2> = 2. Si 2 # 0, alors 22 =i =¢
i /4

/2
/2 donc

z = e™* ou z = —e™™/*. Les seules solutions possibles de f(z) = iz sont donc 0, e™/* et —ei™/*,

Réciproquement, ces trois nombres sont bien solutions. On a donc :
{z € C f(z) =iz} = {0,e™/, /1)

1



4) Remarquons tout d’abord que, puisque A est strictement positif :
re€fablea<r<bela< < Neda+pu<Ar+pu<\N+pus A+ p€[Aa+ p, Ab+ ul}

Ceci étant vu, raisonnons par double inclusion. Soit z € B;. Par définition de By, il existe 6 € [a, 0]
tel que z = e/A*#) Posons 6 = A0 + p. On a z = €. De plus, puisque 6 € [a,b], on a d’aprés
la remarque initiale 8’ € [Aa + p, \b + p]. Donc z € B,. Réciproquement, soit z € Bs. Il existe
0" € [Aa+ pu, \b+ ] tel que z = ¢, Posons 6 = (0’ — 1) /A, si bien que 6 = A0+ . On a z = !A0+1),
De plus, d’aprés la remarque initiale, § € [a, b]. Donc z € By. Par double inclusion on a donc B; = Bs.

5)

F(A) = {f(2),z € A} = {f(ew),e e [o, g}} - {(ew)?’,e e [0, g]} - {eii”@,e e [0, g}}

Donc d’aprés la question 4) appliquée a a = 0, b=7/3, A =3 et u =0, on a f(A) = {¢’,0 € [0,7]}.

1 =¢0, i=em? et ¢157/6) = ¢i37/6) — j sont dans f(A) mais pas e"™/3.

6) On a vu que f(A) = {0 € [0, 7]}. 1l S’ensuit que f(A) est ’ensemble des nombres complexes
de module 1 et de partie imaginaire positive. Or z est de module 1 et sa partie imaginaire est positive.
Il est donc dans f(A).

7) Pour k € {0, 1,2}, notons Ay I'ensemble {6 € [2kn/3,7/3 + 2kn/3]} (on a donc Ay = A,
I’ensemble A; est I'image de A par la rotation de centre I'origine et d’angle 27/3, et A, est 'image
de A par la rotation de centre 'origine et d’angle 47/3). Notons B = Ay U A; U As. Montrons par
double inclusion que f~'(f(A)) = B.

Soit 2 € f71(f(A)). On a donc f(z) € f(A) = {e?,0 € [0,n]}. 1l existe donc 6 € [0, 7] tel que
f(z) = €, cest a dire 2* = €. D’aprés la formule sur les racines cubiques d’un nombre complexe
non nul, il existe donc un entier k£ dans {0, 1,2} tel que z = ¢®*27)/3_ Fixons cet entier k. On a
0 € [0, 7], donc (0 + 2k7)/3 € [2kn/3,7/3 + 2kn /3], donc z € Ay, donc z € B.

Réciproquement, si z € B, alors il existe k € {0,1,2} et a € [2kn/3,7/3 + 2k/7/3] tel que
z = . 1l existe 6 dans [0,7/3] tel que a = 0 + 2kn/3 donc z = €!®*+27/3) On a donc f(z) = 2* =
e!BO+2km) — 130 Or 30 € [0, 71]. Donc f(z2) € {e?,0 € [0,7]} = f(A). Donc z € f~(f(A)).

Exercice 5

Montrons tout d’abord que f est bijective. Puisque f o go f = Idg et que Idg est bijective,
I’application fogo f est bijective. Notons h; = gof et hy = fog. Ona foh; = fogof, donc foh; est
bijective, donc surjective, donc f est surjective. De plus, hoof = fogo f, donc hyo f est bijective, donc
injective, donc f est injective. Donc f est bijective. Soit f~! son application réciproque. En composant
I'égalité fogo f = Idg par f~! a gauche et & droite, on obtient f~'o fogofof™' = floldgo f™!
donc g = f~' o f~1. Or, comme toute application réciproque, f~! est bijective. L’application g est

donc bijective comme composée d’applications bijectives.



