Université Paris-Dauphine DUMI2E 1ére année, 2007-2008

Ensembles

1 Définitions

Un ensemble est une collection d’objets. Ces objets sont appelés éléments de
I’ensemble. Pour dire que x est un élément de ’ensemble E, on écrit x € E. Pour
dire que z n’est pas un élément de F, on écrit x ¢ E.Un ensemble est caractérisé par
ses éléments. Deux ensembles A et B sont donc égaux s’ils ont les mémes éléments.
On note alors A = B.

L’ensemble qui contient les éléments Truc, Bidule et Machin se note

{Truc, Bidule, Machin}

L’ordre dans laquelle on écrit les éléments ne compte pas. L’ensemble { M achin, Truc, Bidule}
est donc le méme que ’ensemble {Truc, Bidule, Machin}. Si on rajoute dans la liste
des éléments un élément qui y figure déja, on ne change pas I’ensemble. I.’ensemble

B = {Truc, Bidule, Machin, Bidule}
est donc le méme que ’ensemble
A = {T'ruc, Bidule, Machin}

Pour! décrire un ensemble A, il faut dire quels sont ses éléments. On peut le faire
de deux maniéres. Soit en donnant la liste de ces éléments de maniére explicite, soit
en définissant A comme ’ensemble des éléments satisfaisant une certaine propriété.
Par exemple, 'ensemble A des entiers allant de 0 & 5 inclus peut notamment étre
décrit des trois maniéres suivantes :

A={neNn<5}={01,2345={neZ0<n<5}

L’ensemble qui n’a aucun élément s’appelle ensemble vide. On le note (). On a donc

0={}.
Inclusion

On dit que I’ensemble A est inclus dans I’ensemble B si tout élément de A est
un élément de B. On note alors A C B. Deux ensembles A et B sont égaux ssi A
est inclus dans B et B est inclus dans A. La méthode la plus courante pour montrer
que deux ensembles sont égaux est d’ailleurs de procéder par double inclusion, c’est
a dire de montrer d’abord que A C B puis que B C A. I’ensemble vide est inclus
dans tout ensemble : pour tout ensemble B, () C B.

1En effet, z € B ssi (x = Truc ou z = Bidule ou x = Machin ou x = Bidule) ssi (x = Truc
ou x = Bidule ou x = Machin) ssi x € A. A et B ont donc bien les mémes éléments.



Pour dire que A est inclus dans B, on dit aussi que A est un sous-ensemble de
B, ou encore que A est une partie de B. L’ensemble des parties de B se note P(B).

Exemple : soit B 'ensemble B = 1,2, 3. Quels sont les parties de B? Ce sont
les ensembles inclus dans B. C’est a dire : (), {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1, 3}, {2,3}, et
{1,2,3} = B. On a donc :

P(B) = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3}, B}

Remarque 1 : 'ensemble B est bien un ensemble dont tous les éléments sont des
éléments de B. C’est donc bien une partie de B. Un sous-ensemble de B qui est
différent de B s’appelle un sous-ensemble strict de B.

Remarque 2 : un ensemble qui ne contient qu’un seul élément s’appelle un sin-
gleton. I1 faut bien distinguer le nombre 3 du singleton {3}. Ces deux objets n’ont
pas la méme nature. Le premier est un nombre, c’est un objet du méme type que
2, 5, 12, etc. Le second est un ensemble, c’est un objet du méme type que {1,2,3},
{4,8}, {2,5,7,9}, etc.

Remarque 3 : dans I’exemple ci-dessus, B a 3 éléments et P(B) a 8 = 23 éléments.
Ce n’est pas un hasard. On montrera plus tard que si £ est un ensemble fini a n
éléments, alors P(F) est un ensemble fini a 2" éléments.

2 Union et intersection de deux ensembles

L’union des ensembles A et B est 'ensemble des éléments qui appartiennent &
A ou a B. On la note AU B. Formellement,

r€e AUB & (x € Aoux € B)

Par exemple, si A = {2,5,7} et B = {1,5,7,9}, AUB = {2,5,7,1,5,7,9} =
(1,2,5,7,9}.

L’intersection des ensembles A et B est ’ensemble des éléments qui appartiennent
a la fois & A et a B. On la note AN B. Formellement,

re€ANB & (x€ Aetx € B)

Par exemple, si A et B sont les deux ensembles précédents, AN B = {5, 7}.
Commutativité et associativité

Pour n’importe quels ensembles A et B,ona AUB=BUAet ANB = BNA.
On dit que 'union et I'intersection sont des opérations commutatives.?.

2La commutativité de 'union (respectivement, de ’intersection) est une conséquence de la
commutativité du OU (respectivement, du ET).



De plus, pour n’importe quels ensembles A et B, C, on a :
AU(BUC)=(AUB)UC et AN(BNC)=(AUB)UC

Les expressions AUBUC et AN BNC ne sont donc pas ambigiies. La premiére
désigne ’ensemble des éléments qui appartiennent a au moins I’'un des trois ensemble
A, B, C. La seconde désigne ’ensemble des éléments qui appartiennent aux trois
ensembles A, B, C.

Exercice 1 Soient A et B les deux ensembles ci-dessus. Soit C' = {2,7,9,10}.
Donner la liste des éléments de AUBUC et de ANBNC.

Les notions d’union et d’intersection se généralisent a un nombre quelconque
d’ensembles. Commencons par 'union. Soit n > 1 un entier et Ay, As,..., A, des
ensembles. L’union des ensembles A;, A,,...,A,, se note

Ay UAULLUA,

ou, de maniére plus concise,

J A

1€{1,2,..n}
C’est I’ensemble des éléments qui appartiennent a au moins I'un des ensembles A; :
on a donc

r€ AT UAyU....UA, ssiil existe i € {1,2,...,n} tel que z € A;

Encore plus généralement, si / est un ensemble non vide quelconque, et si pour
tout 7 € I, A; est un ensemble,
U4

iel
désigne l’ensemble des éléments qui appartiennent & au moins 'un des ensembles
Ai .
x € UA" ssi il existe ¢ € I tel que x € A;
iel

De méme, I'intersection des ensembles A;, A,,...,A, se note
AiNAsN...NA,

ou

U 4

1€{1,2,..n}

C’est I’ensemble des éléments qui appartiennent & tous les A; :
x €A UAyU....UA, ssi pour tout i € {1,2,...,n},onax € A

Plus généralement, si [ est un ensemble non vide quelconque, et si pour tout
1 €1, A; est un ensemble,
(4

iel

3



désigne ’ensemble des éléments qui appartiennent & tous les A; :

S ﬂAi ssi pour tout ¢ € I, onax € 4;
iel
Remarque 4 : 'union et 'intersection des ensembles A, A,,..., A, peuvent aussi
s’écrire, respectivement, U A; et ﬂ A;.
1<i<n 1<i<n
Remarque 5 : La variable i est muette : les ensembles U A; et U A; sont
1<i<n 1<k<n
les mémes. De méme, U Ay et U A; désignent le méme ensemble.
kel iel
Remarque 6 (notion d’opération) : Une opération® sur un ensemble F' est une
application qui, & deux éléments de F' associe un élément de F'Par exemple, dans
N, I'addition (respectivement, la multiplication) associe au couple d’entiers naturel
(n,p) un entier naturel noté n+ p (respectivement, n X p). De méme, I'union associe
a un couple (A, B) de parties de F une partie de E noté A U B. C’est donc une
opération sur I’ensemble P(FE) des parties de E. De méme, I'intersection est une
opération sur P(E).

Distributivité de ’union sur ’intersection et de I’intersection sur 1’union.

Soient A, B, C trois ensembles. On a AU (BNC) = (AUB)N(AUC) et
AN(BUC) = (ANB)U(ANC). On dit que 'union est distributive sur l'intersection
et que l'intersection est distributive sur I'union. Pour le prouver, il suffit d’utiliser
la distributivité du OU sur le ET et la distributivité du ET sur le OU.

De méme, si A et By, Bs, ..., B, sont des ensembles, on a :

AU(B,NBy,N..NB,)=(AUB)N(AUBy)N..N(AUB,)

et
AN(B1UByU...UB,)=(ANB)U(ANBy)U..U(ANB,)

Encore plus généralement, si [ est un ensemble d’indices et pour tout ¢ € I, B;
est un ensemble, on a :

AU(ﬂ&)=ﬂMU&)

i€l el

AU(ﬂ&):ﬂMU&)

i€l 1€l

On le montrera en TD.

3Plus précisément, une opération binaire, mais toutes les opérations que nous considérerons
seront de ce type.



3 Différence de deux parties, complémentaire d’une
partie

Ensemble "A moins B"
Soient A et B deux ensembles. On appelle "A moins B", et on note A\ B,
I’ensemble des éléments de A qui ne sont pas dans B. On a donc :

r€A\Bssiz€ Aetx ¢ B

Par exemple, si A = {2,5,7} et B = {1,5,7,9},ona A\ B ={2} et B\ A=
{1,9}.

OnaA\0=A et A\NA=0.1
Complémentaire

Si A est inclus dans un ensemble F, I’ensemble E\ A s’appelle complémentaire
de A dans E. On le note Cp(A) (on peut aussi le noter A° ou A, quand il n’y a pas
ambiguité sur F). Soit z € E. On a :

reCp(A)e ¢ A
De maniére équivalente :
r¢Cp(A) e A

Exemple 1 : Soit £ = {1,2,3,4,5}. Soit A = {2,3}. Ona Cg(A) = {1,4,5}. Soit
B =Cg(A). On a Cg(B) ={2,3} = A.

Exemple 2 : Soit &£ = R. Soit A = [0,1]. On a Cp(A) = {zr € R,z ¢ [0,1]} =
] — 00,0[U]1, 4+00[. Soit B = Cg(A). Ona Cg(B)=[0,1]=A

Dans les deux exemples précédents, Cr(B) = Cg(Cg(A)) = A. Ce n’est pas un
hasard. En effet :

Proposition : soit £ un ensemble. Soit A € E. On a : Cg(Cgr(A)) = A.
Preuve. Soit z € A. On a x ¢ Cg(A) donc z € Cp(Cg(A)). On a donc : A C

Cr(Cgr(A). Réciproquement, soit z € Cp(Cr(A). On a = ¢ Cp(A) donc z € A.
Donc Cr(Cg(A) C A et par double inclusion A = Cg(Cg(A). m

Remarque : le complémentaire dans £ de I’ensemble vide est 'ensemble £ tout
entier. Le complémentaire dans £ de E est ’'ensemble vide : Cg(0)) = E, Cr(E) =0

4Plus généralement, A C B ssi A\ B = .



Complémentaire de 'union, complémentaire de l’intersection.
Proposition : Soient F un ensemble, et A et B deux sous-ensembles de E. On

(b) Cr(AN B) = Cp(A) U CR(B)

Ces propriétés se retiennent de la maniére suivante :
- le complétaire de I'union est I'intersection des complémentaires
- le complémentaire de l'intersection est I’'union des complémentaires

Preuve. Preuve du (a) : c’est intuitivement évident. En effet, 'ensemble de
gauche et 'ensemble de droite sont tous les deux égaux a I’ensemble des éléments
de E qui n’appartiennent ni & A ni & B. Voici toutefois une preuve rigoureuse, par
double inclusion : si z € Cg(AU B), alors x ¢ AU B donc (z ¢ Aet x ¢ B)
donc (z € Cg(A) et x € Cg(B)) donc z € CpANCg(B). On a donc Cr(AU B) C
Cgr(A) N Cr(B). Le lecteur vérifiera que, réciproquement, si z € CpA N Cr(B)
alors x € Cp(A U B). Donc Cg(A) N Cr(B) C Cg(AU B) et par double inclusion

Preuve du (b) : Soit x € E.Ona:xz € Cg(ANB)ssizc ¢ ANB ssi (v ¢ Aou
x ¢ B)ssi(x€Cgp(A)oux € Cg(B))ssizeCp(A)UCE(B). =

Plus généralement, si Ay, As,...,A, sont des sous-ensembles de F,
Cp(AiUAU..UA,) =Cg(A)NCEe(A) N....NCEg(Ay)

et
Cp(AiNAsN...NA,) =Cg(A)UCE(A) U....UCEr(A4,)

Plus généralement encore, si [ est un ensemble d’indices et pour tout ¢ dans I,
Ai CcC FE:

Cp (U AZ-) =) Cr(4)

i€l 1€l

Cg (ﬂ A,-) = Jcn(4)
iel iel

En effet, dans la premiére égalité, ’ensemble de gauche et I’ensemble de droite
sont tous les deux égaux a I’ensemble des éléments de E qui n’appartiennent a aucun
des A;. Dans la seconde égalité, I’ensemble de gauche et I’ensemble de droite sont

tous les deux égaux a ’ensemble des éléments de E qui n’appartiennent pas a tous
les A;.



4 Produit cartésien

Rappel : un couple est la donnée de deux objets dans un certain ordre. Bien
noter que dans un couple, 'ordre compte : (1,3) # (3,1). Un n-uplet est la donnée
de n objets dans un certain ordre.

A partir de deux ensembles A et B, on crée un nouvel ensemble noté A x B, dont
les éléments sont les couples (a,b) constitués d’un élément a de A et d’un élément b
de B, dans cet ordre.

AxB={(z,y), r€ Aetye B }.

On P'appelle produit cartésien de A et de B.

Exemple 1 :si A ={1,2,3} et B ={1, 14}, alors
Ax B={(1,1),(1,14),(2,1),(2,14),(3,1), (3, 14)

et
Bx A={(1,1),(1,14),(2,1), (2,14), (3,1), (3,14)}

Exemple 2 : si A = {saumon, poulet} et B = {banane, orange}, alors
Ax B = { (saumon, banane), (saumon, orange), (poulet, banane), (poulet, orange) }

(Pour vous persuader de I'importance de l’ordre dans un couple, dites-vous que
manger une banane apres avoir mangé du saumon n’est pas la méme chose que man-
ger du saumon aprés avoir mangé une banane)

On peut généraliser cette construction & un nombre fini d’ensembles. Ainsi, si
Ay, As,...,A, sont des ensembles, on peut construire I’ensemble

A1XA2X"'XAn

dont les éléments sont des n-uplets (a1, as- -, a,) tels que a; € A; pour tout i dans
{1,2,...,n}.

Cas particulier : A x A se note A%, A x --- x A se note A".
e
nlO1S

Par exemple on note N? 'ensemble des couples d’entiers naturels et R* I’ensemble
des couples de réels.

Exercice 2 Soient A et B les intervalles : A = [0,1] et B = [2,5]. Dessiner dans
le plan R? les ensembles A x B et B x A. Bien noter que A x B # B x A.



