Systemes linéaires

(un polycopié détaillé sera mis en ligne et distribué; les
transparents seront également mis en ligne)



Introduction

- résolution de systemes linéaires : probleme trés important en
pratique et en théorie

- systéeme de tres grande taille, voire de taille arbitraire

- nécessité d’'une méthode systématique et efficace

- on traite des systéemes linéaires a coefficients réels, mais mé-
thode et résultats identiques pour coefficients complexes



Plan :

1. Qu'est-ce qu’'un systéeme linéaire?

2. Méthode de résolution

3. Systemes avec parametres

4. Structure de I'ensemble des solutions d’un systéme linéaire

5. (aprés les vacances) : écriture matricielle d’un systéme linéaire



Exemple de systémes linéaires :

3x
—2r + vy

+ 6y

r + 2y +
2 + y -

Exemple de systémes non linéaires :

x
2r + 3y

{x

— g2

+ 3y
2xy

3z
4z
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Notations :

Au lieu de z, y, z, etc. on notera les inconnues z1, o, x3, etc.

Exemple : le systeme

3r 4+ 6y = -3
—2x + y = 12
peut aussi se noter
3r1 + 6x0 = -3
—2%1 + rop = 12



Définition : Un systeme linéaire de n équations a p inconnues
est un systéme du type :

(a1121 + a1222 + -+ + a1y = by
] 42121 + apoxy + -+ 4 apprp = bo
| ap1T1 + apoxT2 + -+ anpTp = b

¢ a;; et b; sont des reels fixes.
¢ les inconnues sont z1, zo, ..., xp.
¢ les reels a;; sont les coefficients du premier membre.

& Les réels b; sont les coefficients du second membre.



+ 6o

Exemple : pour le systéme
31
—2x1 + o
on a
a11 = 3, a1p = 6,
a1 = —2, axp = 1,

by = -3 et bp =12,
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Définition . une solution d'un systéme linéaire a p inconnues

(a1171 + a2 + - + a1prp = by
] 2171 + apoxo + -0 4 appxp = bo
| an1r1 + apdro + -+ + anpTp = bn

est un p-uplet de réels (z1,zp,...,zp) qui Vérifie toutes les équa-
tions du systéme.

Un systéme est compatible s'il a au moins une solution. Deux
systémes sont équivalents s'ils ont le méme ensemble de solu-
tions.



Exemple : (=5,2) est solution de

{ 3z1 + 6z5

—2x1 + a2
car :

3x(=5) + 6x2
—-2x(=5) + 2

En revanche, (1,—1) n'est pas solution



Résolution d’'un systeme linéaire

Résoudre un systéme linéaire, c’'est en déterminer toutes les so-
lutions.

Principe : transformer le systéme initial en un systéme équivalent
plus simple, puis recommencer, jusqu’'a aboutir a un systéeme
qu’'on sache résoudre.
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Principales opérations ‘“‘autorisées"
¢ multiplier une ligne par une constante non nulle

¢ ajouter X\ fois une ligne a une autre ligne, ou A est un réel
quelconque

¢ échanger deux lignes

“opeérations élementaires"
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On peut aussi :

¢ ajouter a une ligne une combinaison des autres lignes (rempla-
cer Lk’ par Lk —+ Zz;&k )‘ZLZ)

o supprimer les lignes 0 =0

¢ conclure que le systéme n'a pas de solutions s'il comporte une
ligne du type 0 = b; avec b; = 0.
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Exemple de résolution :

3r + 6y
—2r + y
1
Lo —2x + vy
- L1 ja; + 2y
Lo+ 214 5y
Ly f
o 1 r + 2y
§L2 \ Yy
L1—2L> [ =
=
Lo { Y

Le systéme a donc une solution unique :

[T | RN
S S <O
O1 |—1O|—1I\J|—*Mw

(_572>
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Résolution en travaillant sur le tableau des coefficients

But : ne pas se fatiguer a recopier les inconnues

Au lieu d’'écrire :
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En procédant comme précédemment, on obtient successivement :

Lq %Ll 1
Lo

Lq
Lo« Lo+ 2L

L1 — Li—2L»
Lo

RO N OON DN PO
|

Lq (
Ly« gL

c'est a dire finalement

"

Il
|
N o
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Solutions de quelques systémes linéaires simples.

Exemple 1 : le systéme

x + y = 3
S - (1)
n'a pas de solutions.
Exemple 2 : le systéme
x = b
Yy = 3 (2)
z = =2

a une solution unique : (5,3,—-2)
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Exemple 3 : |le systéeme

T + =z —1

{ y — 2z = 2 (3)
a une infinité de solutions. L'ensemble S des solutions est I'en-
semble des triplets (x,y,2) € R3 tels quexr = —14zety=2+4+22
On note

S={(-14+2,24+22,2),z € R}

La variable z est dite libre, les variables =z et y sont dites /iées.
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Exemple 4

rq + 224 + 3x5 = 2
x5 + 25 = -3 (4)
3 — 25 = O

2 variables libres : x4 et zg5; 3 variables liées : x1, xo, et xz3.

(x1,2o,23,24,25) SOlution ssi x1 = 2 — 2x4 — 325, 1o = —3 — 2x5
et r3 = 2$5.

On écrit ;

S = {(2 — 2x4 — 325, —3 — 25, 2x5, T4, :C5)7 (:C47 375) S RQ}
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Exemple 5 :

r1 + 2x2 + 325 = 2
x3 + 25 = -3 (5)
x4 — 225 = O

Comme le systéme précédent, sauf qu'on a changé le rOle des
inconnues. Les variables libres sont maintenant z» et zs.

S = {(2 — 2xp — 325, %2, —3 — 2ws, 275, 335), (3327 ZC5) S RQ}
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Systéemes échelonnés

- une ligne d'un tableau de coefficients est non nulle si les co-
efficients du premier membre situés sur cette ligne ne sont pas
tous nuls.

- un tableau de coefficients est échelonné si chaque ligne non
nulle commence par davantage de O que la précédente. Un sys-
téme linéaire est échelonné si le tableau de coefficients corres-
pondant est échelonné.

- on appelle pivots d'un systéeme échelonné les coefficients qui
apparaissent en téte des lignes non nulles.
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Exemples :

3r + 6y
@) {—Q:IJ—I- Yy

12

-3 b) {—23: + v + ?é

a) non échelonné; b) échelonné, pivots —2 et 4

(
2r +2y 42z = 12 2Ty T 22
c) 3y +6z = -3 d) < 02
5z = —-10 0
\

C) échelonné : pivots 2, 3 et 5; d) échelonné :

pivots 2

|
wo oo

et 7
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Systemes échelonnés réeduits

- un tableau de coefficient est échelonné réduit s'il est échelonnég,
Si les pivots sont égaux a 1, et si les coefficients situés au-dessus
des pivots sont nuls.

- les variables qui correspondent aux colonnes ou il n'y a pas de
pivots sont dites libres ; les autres sont dites liées.

Exemple :

I
|

) T 4+ =z
@ y — 2z

a) échelonné réduit, z libre, = et y liées.

|
N
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Autres exemples :

x + y + z = 6 T
b) y + 2z = -1 ¢ Y
z = =2 Z

b) échelonné mais pas échelonné réduit;
C) échelonné réduit, pas de variables libres.

x1 + 2x»o + 325 = 2
d) x3 + 25 = -3
L4 — 2:135 — 0

d) échelonné-réduit, xo et xg libres.

o1
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Solutions d'un systéme échelonné réduit

¢ s'il y a une ligne du type O = 3 avec 3 # 0, pas de solutions.

¢ Sinon

- Si pas de variables libres, exactement une solution qui se lit de
maniere immediate.

- Si une ou plusieurs variables libres, infinité de solutions : les
variables libres peuvent prendre n'importe quelles valeurs et les
variables liées s’expriment en fonction des variables libres.

Bilan : pour résoudre un systéme linéaire, il suffit de le transfor-
mer en un systeme échelonné réduit équivalent.
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Mise d'un systéeme sous forme échelonné réduite - exemples

2 phases :
1) mise sous forme échelonnée avec pivots égaux a 1;
2) mise sous forme échelonnée réduite.

Exemple : Résoudre le systéme suivant

3r + 3y + 3z = 18
—x + 3y + 7z = -—-10 (6)
r + 3y + 4z = 6

Forme symbolique :

3 3 3| 18
-1 3 7|-10
1 3 4| 6
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Premiere phase de la résolution.

3 3 3| 18
-1 3 7]-10
1 3 4| 6

a) on transforme le pivot en un 1 :

Ly«—3%Ly (1 1 1] 6
Lo —1 3 7]-10
L3 1 3 4| 6
b) on fait apparaitre des 0 sous le pivot

L1 {11 1|6
Lo—Ir+L; | 0 4 8| -4
L3—IL3—L; \0 2 3|0

On recommence sur le sous-systeme en bas a droite.
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1 1 1| 6
0 4 8|—4
O 2 3|0
a') on transforme le pivot en un 1
L1 1 1 1| 6
Ly« 3L | 01 2|-1
I3 \0 2 3|0

b’') on fait apparaitre des 0 sous le pivot

L1 {11 16
I |01 2|-1
Ly« L3—2L>, \0 0 —1]| 2
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11 1|6
O1 2 -1
O 0 —-1]| 2

1| 6
21 -1
L3z «+— —L3 O 0 1|-2
Fin de la 1ére phase. Dans |la 2nde phase, on met le systéme
sous forme échelonné réduite.




2nde phase :

1 1 1| 6
O1 2|-1
O 0 1|-=-2
On fait apparaitre des 0 au dessus du dernier pivot.
L« L1 — L3 1 1 0| 8
Lo «— Ly —2L3 O 1 0] 3
L3 O 0 1|-2
puis on fait apparaitre un zéro au dessus du deuxiéme pivot :
L1+ Li—Lo> 1 0 0| 5
Lo O 1 0| 3
L3 O 0 1|-2

Terminé!
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Exemple 2. (comment continuer quand le pivot est nul)

Résoudre :
2333 — 2%4 —|— 8:85 = —6
r1  + 2zp + a3 + 515 = -1 (7)
—2x1 — 4x0 — x3 — 8xg = -1

Forme symbolique :

O O 2 -2 8|-6
1 2 1 O 5]-1
-2 -4 -1 0O —8|-1
Le pivot est nul. On ne peut pas utiliser la 1ére ligne pour €liminer
x1 des 2e et 3e équations...

— Oon échange la lére et la 2e ligne.
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0O 0 2 -2 8|-6

1 2 1 0 5|-1

2 -4 -1 0 -8|-1
L1 < Lo 1 2 1 0 5|-1
Lo < Ly 0O 0 2 -2 8|-6
L 2 -4 -1 0 -8|-1

On fait apparaitre des 0 sous le pivot :

L1 1 21 0 5|-1
Lo O 02 —2 8|—-6
L3 «— L3+ 2L+ O 01 0 2|-3
Le sous-systéme obtenu en éliminant la 1lére ligne et |la 1lére
colonne commence par une colonne de O.

— On travaille sur le sous-systéeme obtenu en supprimant la 1ére
ligne et les deux léres colonnes
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1
0
0
On rend le pivot égal a 1 :

L4
Ly« 5Ly
L3

Fin de la 1ére phase.
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Deuxieme phase : on met des O au dessus des pivots.

Terminé!

121 0
00 1 —1
000 1
Ly {1 21
Ir+Ls | 0 0 1
Lz \0 0 O
I1—IL, {1 20
Ly | 0 0 1
L3 \0 0 0

—2

= O O

5 |—1
4 | -3

5
2

0

—1
-3

-2 0

N W
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Mise d’un systéeéme sous forme échelonnée réduite - théorie

Théoreme : N'importe quel systeme linéaire peut se mettre sous
forme échelonné réduite par une suite d’'opérations élémentaires.

Idée de la preuve : récurrence sur le nombre d'inconnues du sys-
témes (voir poly). On raméne le probléme au fait de mettre sous
forme échelonné réduit un systéeéme qui a une inconnnue de moins,
puisS on recommence.

33



Systémes avec parametres

Exemples :
3x
—2x
3xr —a
—2x

3 —a
—2x

o
<
Il

S

S

S

o O
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Parametres au second membre uniquement

Pas de probléme pour mettre sous forme échelonnée réduite, puis
2 cas :

¢ ler cas : si pas de ligne du type 0 = f(paramétres).

S'il y a des lignes du type O = « avec a #* 0, pas de solutions;
sinon, on exprime les solutions en fonctions des parameétres.

¢ 2nd cas : s'il y a £k > 1 lignes 0 = fy(paramétres), 0 =
fo(paramétres),..., 0 = fi(paramétres).

Si les valeurs des paramétres sont telles que f;(paramétres) = 0
pour tout ¢ € {1,...,k}, on est ramené au ler cas. Sinon, pas de

solutions.
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Exemple : déterminer les solutions du systéeme suivant en fonction
des valeurs des parametres a, b, ¢, d.

( 2r3 — 24 + 8z = a
] 1 + 2z + x3 + bxyg = b (8)
—2xr1 — 4x0 — x3 — 8xy = c
. 1 — 2z — 35 = d
On montre que le systéme (8) est équivalent au systéme :
(11 + 2z + 325 = —b—c
) x3 + 2x5 = 2b+ ¢
x4 — 225 = —a/2+2b+4c
\ 0 = —b—cH+d
Deux cas : si —b—c—+d # 0, pas de solutions. Si = —b—c+d =0,

S = {(—b—c—2x5+3x5, xp, 2b+c—2xs5, —g+2b—|—c—2w5, x5), (o, x5) € RQ}
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Parametres au premier membre

ATTENTION DANGER! Les opérations Ly < AL et L; «+ %Lk
sont interdites si A = 0.

Regle d’or : lorsqu’on veut faire une opération du type L; «— AL,
ou bien diviser quelque chose par A, ou )\ est une expression
dépendant de parametres, il faut soit se débrouiller autrement,
soit distinguer le cas A =0 du cas A # 0.

Remarque : bien distinguer I'opération L, «— L; + AL; de |'opé-
ration Lk — >‘Lk -+ Li
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Trucs pour éviter de distinguer trop de cas :

e Echanger deux lignes afin de faire apparaitre un pivot qui ne
comprend pas de parametres

e Ne pas toujours se ramener au cas ou le pivot vaut 1.

Parameétres aux deux membres : on combine les méthodes

338



Exemple : déterminer I'ensemble S des solutions du systéme (S)
ci-dessous, en fonction de |la valeur du parameétre a.

ar + ay
(S) {:I:-I-y

a
2

1ére méthode correcte (traiter le cas a = 0 a part)

ler cas : si a#= 0. On a alors :

Li+—tLy [z + y
Lo r + y

et le systéme n’'a pas de solution : S = 0.

(S) & &

2 Lo+ Lo — L1

Ly Jz + vy
0
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2nd cas : si a = 0. Le systéme s’écrit alors

0 0
r + y = 2

et I'’ensemble des solutions est S = {(2 —y,y),y € R}.

Conclusion : si a # 0, il n'y a pas de solutions : S=10; si a =0,
I’ensemble des solutions est S ={(2 —y,y),y € R}



2nde méthode correcte (changer de pivot)

ar + ay = a
ORE R
Ly < Lo x + y = 2 L4 x + y = 2
(8) Lo «— L1 {ax + ay = a < Lo —alq { 0O = —a

Conclusion : sia# 0, il n'y a pas de solutions : S=0; si a = 0,
I’ensemble des solutions est S ={(2 —y,y),y € R}
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Exemple de méthode incorrecte

+ ay = a
(8) {CLZC
r + y = 2
L1<—1L1 x —|— Yy = 1 Ll I —|— Y
(S)@ aLQ {CIZ —|— Yy == 2 < L2<—L2—L1 0

Conclusion (fausse) : quelle
n'a pas de solutions : S = 0.

que soit la valeur de a, le systeme
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Structure de I'ensemble des solutions d’un systéeme linéaire.

- systéme homogene assocCié a un systéeme linéaire

- rang d'un systeme linéaire

- solutions d'un systéeéme homogene

solutions d’'un systéeme quelconque
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Systeme homogeéene associé a un systeme linéaire

- un systéeéme est homogéene si les coefficients du second membre
sont tous nuls.

- le systéme homogéne associé a (S) est le systéme qui a le
méme premier membre mais ou le second membre est nul.

Exemple . Le systéeme homogene assocCié au systeme

3r 4+ 6y = -3
—2x + y = 12
est
3r + 6y = O
—2r + y = 0
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Rang d’un systeme linéaire

Soit (S) un systéme linéaire et (Sp) le systéme homogéne associé.
Si on transforme (Sp) en un systéme échelonné et qu’'on élimine
les lignes O = 0, on obtient un systéme de r équations. Cet entier
r est indépendant de |la maniere dont on a opéré. On |'appelle
rang du systéme linéaire (S).

o le rang de (S) peut aussi étre défini comme le nombre de pivots
(ou d'inconnues liées) dans n'importe quel systéme échelonné
équivalent a (S).

o 2 systémes équivalents ont méme rang (mais réciproque fausse)
o pour déterminer le rang d'un systéeme, il suffit de le mettre sous

forme échelonnée
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Exemple :

(1 + 2xo

\

le systéme ci-dessous aussi

(1 + 2zo

| 1 + 222

L3

L3

T4

T4

4+

+ 1+

3%5

2£U5

25
0

3:65
2335
2$5
3£U5

le systeme ci-dessous a rang r = 3

o O

|
NO N
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Remarques :

o un systeme linéaire et le systeme homogene qui lui est associé
ont méme rang.

Notons r le rang, n le nombre d’'équations, p le nombre d'incon-
nues. On a :

o r<min(n,p).

¢ Si r = n, dans un systéme échelonné réduit équivalent a (S), il

ne peut pas y avoir de lignes du type 0 = (3. Le systeme admet
donc au moins une solution.

o Ssir=mp, il Ny a pas d'inconnues libres. Le systéme a donc au
plus une solution.
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o Sir=mn =p (systéme carré de rang maximal), le systéme est
dit “de Cramer". Il a exactement une solution.

o Sir<p,ilyaau moins une inconnue libre. Si le systéeme est
compatible, il a donc une infinité de solutions.

¢ le rang d'un systéme n’'indigue pas, en général, si ce systeme
est compatible ou non.



Solutions d’un systeme homogene

Notations : soient X = (z1,22,..,2p), ¥ = (y1,¥2,....,yp) € RP,
A € R. On note :

MX = (Az1, Az, ..., dxzp) et x+vy = (z1+y1,zo+yo, ... Tp+up)

Soit Sy I'ensemble des solutions d'un systéme homogéne (Sp).
On a toujours (voir poly) :

(a) Sp non vide (car (0,0,...,0) € Sp) ;
(b) si x € Sp, alors pour tout réel A\, Ax € Sp;

(c) sixe Sgetye Sy, alorsx+y e Sy.

Corollaire : soit Sg = {(0,0,...,0)}, soit S infini.

47



Compléments : dans n'importe quel systéeme échelonné équi-
valent a (Sp), il y a p — r inconnues libres. L'ensemble Sy des
solutions de (Sp) a donc p —r “degrés de liberté". Au second se-
mestre, on dira que Sp est un “espace vectoriel" de “dimension”
d=p-—r.

On verra qu’'un tel espace a une structure bien particuliére :
-sid=20 (r =p), Sgp ne contient que le point {(0,0,...,0)}.
-sid=1(r=p-—1), Sg est une droite passant par (0,0,...,0).

-sid=2 (r=p-—2), Sg est un plan contenant (0,0,...,0).

etc.
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Solutions d’un systeme linéaire quelconque
- un systeme non homogene n'a pas forcément de solutions.

- soit (S) un systéme linéaire et (Sp) le systéme homogéne as-
SOCié. Soit S et Sp I'ensemble des solutions de (S) et de (Sp).

Proposition : Si le systéme linéaire (S) admet la solution X, alors

S=x+4Sg c'estadire: S={x+yVy,y € Sy}

Preuve : voir poly

Corollaire : un systéme linéaire n'a soit aucune solution, soit
exactement une solution, soit une infinité de solutions.
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Exemple

x — 2y + z = -6

(S) { 2z = 4
x — 2y + z = 0

(So) { 2z = O

So = {(2y,y),y € R}
De plus, (—6,0,2) € S. Donc

Remarque : on a aussi (0,3,2) € S, donc

S =(0,3,2) + So = {(2y,y + 3,2),y € R}
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Interprétation géomeétrique de S =x+4 S5g

- si X est solution de (S), alors I'ensemble des solutions de (S) est
I'image par la translation de vecteur X de I'ensemble des solutions
du systeme homogéene assocCié.

- Si I'ensemble des solutions de (S) est non vide, il a donc la
méme “forme" que I'ensemble des solutions du systéme homo-
gene associé. C'est un point si r = p, une droite sir=p— 1, un
plan si r =p — 2, etc.
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