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'TD : Fonctions

Corrigé

Exercice 1 :
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En posant X = £ — f—; + z%€(x) et en utilisant vV1+X =1+ % — %2 + X?%¢(X), on obtient :
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3. Posons y =z — 1.
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4. La méthode la plus simple ici est sans doute d’utiliser Taylor-Young :
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Exercice 2 :

1. fi n’est pas continue en 0. Pour le démontrer, on peut considérer la suite u, = 2m1 —=- La
2

suite tend vers 0 quand n — +oc. Pour tout n, fi(u,) = sin(2n7 + ) = sin(}) = 1. Donc
lir+n fi(u,) = 1.

Si fi était continue en 0, on aurait lim f;(u,) = f1(0) = 0, par composition des limites. C’est

n—-+o0o

donc que f; n’est pas continue en 0.
Comme f7 n’est pas continue en 0, elle n’y est pas dérivable et n’y admet pas non plus de DL.

2.¢~1l—x=1+2+% +2 4 13(z) donc :
e —1—x %—l—%gjtﬁe(x) z 22,

fo(z) = . = . =5tgT® e(z)

Elle est aussi dérivable : £ 2(z);f 2(0)



3. f3 est continue en 0 car c’est le produit de deux fonctions continues.

Elle est dérivable en 0 : M = |z| — 0 quand = — 0 (donc f(0) = 0).

Montrons qu’en revanche, elle n’admet pas de développement limité d’ordre 2 : supposons par
I'absurde que f3(z) = a + Bz +y2* + 2%e(x). Alors a = f3(0) =0 et 3 = f4(0) = 0. On a donc
f3(x) = 22(y + €(z)). Donc, lorsque z — 0, &)

2

— 7+ glg%e(x) = . En particulier, la fonction

% doit admettre une limite en 0.

Mais, si z > 0, £& = i—z = let,siz <0, BY = -2 _ A

= *5> = —% = —1. Donc la limite a droite de =3
est 1 et la limite a gauche est —1. La limite n’existe donc pas.
On a obtenu une contradiction, c’est donc que f3 n’admettait pas de développement limité

d’ordre 2 en 0.

Exercice 3 :
1. In(e®* — 1) = =

F1
z\l _ —e® __ e
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2. f'(w) = 25 f(2) — 5

La fonction In(e” — 1) est définie sur RY et, d’apres le 1., c’est une primitive de efil. Les
solutions de I’équation homogene associée sont donc les K exp(In(e® — 1)) = K(e® — 1) pour
K e R

Cherchons une solution particuliere sous la forme fy(z) = K(z)(e* — 1). On doit avoir :

eﬂ? el‘ x

a1 - Gy = k@) -

e
er —1

K'(z)(e" —1) + K(x)e" = fo(x) =

Donc K'(z) = —(618_21)2.
D’apres la question 1., une fonction K convenable est efil. On trouve donc fy(z) = €”.

Les solutions de 1’équation différentielle sont donc les fonctions de la forme :

flz)=e"+ K(e"—1) KeR
3. La résolution est la méme qu’a la question 2. La seule différence est que la primitive de efil
n’est plus In(e®” — 1) mais In(1 — €”). On trouve ainsi pour solutions toutes les fonctions de la
forme :

flz)=€e"+ K(1—¢€") KeR
Il s’agit exactement des fonctions de la forme f(x) = e*+(—K)(e*—1) pour K € R, c’est-a-dire
des fonctions de la forme f(x) =e” + K(e* — 1) pour K € R.
4. Puisque f vérifie 'équation du 2. sur R, elle est de la forme trouvée au 2., c’est-a-dire qu’il
existe K € R tel que, pour tout x > 0, f(z) = Ky(e” — 1) + e*.
De méme, puisque f vérifie ’équation du 3. sur R* | elle est de la forme trouvée au 3., ¢’est-a-dire
qu’il existe Ky € R tel que, pour tout = < 0, f(x) = Ky(e® — 1) 4 €*.
5.En 0,0= f(0)(e®—1) = e"f(0) — e = f(0) — 1 donc f(0) = 1.



6. La dérivée a droite de f en 0 vaut f'(0) = K1e° + ¢ = K; + 1. La dérivée a gauche de f en
0 vaut f'(0) = Kse® + €® = K, + 1. Puisque la dérivée a gauche est égale a la dérivée a droite
(car f est dérivable en 0), on a K7 +1 = Ky + 1 donc K; = K».

Les solutions sont toutes les fonctions de la forme :

flz)=K(® —1)+¢€" KeR

Exercice 4 :

L 9 (z,y) = (* + z + 1)t
L(w,y) = 2y + 92+ w)et

2. 2h(2,y) = (4 + 2+ 2)e"
ZL(ry) = @y + 9% + o+ 1)
TL(wy) =2y +y* + 2+ D)ety
2L (w,y) = (Y + y* + w + 2)e"

Le théoreme de Schwarz est bien vérifié :

2f _ 9f
0x0y ~ Oyox'
3. En un extremum local, les dérivées partielles sont nulles donc :

(Y +z+1)e" =0et 2y +y*+ )" =0
Puisque e*™¥ n’est pas nul, on doit avoir :
v+r+1=0ety’* +2y+z=0

En faisant la différence des deux équations, on trouve 2y — 1 = 0 soit y = 1/2. Donc x =
—1—y?=—5/4.

4 f(=3,3) = e
Calculons les dérivées partielles d’ordre 2 en (—2,1).

k(@) = e
82
8xgy (JI y) 3/4

82f(x y) = 3673/4
Le développement limité d’ordre 2 est :
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5. e73/4.(3e73/4) — (e73/%)2 = 2¢7%/2 > (0 donc le point est un minimum local.

Exercice 5 :

L fo(z) = 2zfi(2) — folz) = 22° — 1

f3(x) =22 fo(x) — fi(x) = 22(22% — 1) — 2 = 423 — 3x
2.

cos((n + 2)0) + cos(nf) = cos((n + 1)8 + 0) + cos((n + 1)6 — 0)
= cos((n + 1)0) cos(f) — sin((n + 1)8) sin(0) + cos((n + 1)0) cos(f) + sin((n + 1)6)
= 2cos(f) cos((n + 1)0)

3. Pour n = 0, c’est vrai : fy(cos(f)) = 1 = cos(0) = cos(0.0). Pour n = 1, c’est aussi vrai :
fi(cos(0)) = cos(6).
On suppose que c’est vrai jusqu'a n > 1 et on le démontre pour n + 1 :
Fuin(c08(6)) = 2.08(6) fu(c08(68)) — for(cos(8))
= 2cos(f) cos(nd) — cos((n — 1)0)
= cos((n + 1)) + cos((n — 1)0) — cos((n — 1)0)
= cos((n + 1)0)

Donc si c¢’est vrai jusqu’a n, c¢’est vrai aussi pour n+ 1. La propriété voulue est donc vraie pour
tout n.

4. fn(x) = fu(cos(arcos(x))) = cos(n.arcos(z))
d.

fn(z) = cos(n.arcos(x))

fi(x) = —\/1717 sin(n.arcos(z))
2
fi(z) = —# sin(n.arcos(z)) — : ﬁ .
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+ sin(n.arcos(z)) + n? cos(narcos(z))

n
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— sin(n.arcos(z)) + n? cos(n.arcos(z))
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Exercice 6 :



0 T
L. a) a_i:(l'ay) = 1+leyg/ (1+ey)

Sey) = i ()
b)
xey%(f’%y) +(1+ ey)%(x,y) B (1l—fiy a 13:-6;)9/ (1 fey)
=0
2. a)
$(1) = (K(1 +et>)/g£( (1+ ) t)+ (¢ )g—]yc(K(l +et);t>
_ et o
Keﬁ_x( (1+e'),t)+ 3_< (1+¢).1)

b) Posons X = K(1+¢€') et Y =¢. On a alors, d’apres la propriété (1) :

of S Of

O:XY (XY) (1+ )

of N
%(K(ljte),t)qt(l—l—e)a—y

= (1+ et)(Ketg—i(K(l +eh), t) + g—*g(K(l +e€'), 1))

(X Y)

= K(1+¢e')e (K(1+€'),t)

Donc, en divisant par 1+ €' # 0, on trouve ¢/(t) = Ke'SL(K (1 + '), t) + g—i(K(l +e'),t) = 0.
¢) La fonction ¢ est constante, puisqu’elle est dérivable de dérivée nulle. Donc, pour tout ¢t € R,
o(t) = ¢(0) = f(2K,0).

d) Posons t = y et K = 755. Alors f(z,y) = f(K(1+¢€'),1) = ¢(t) = f2K,0) = g(K) =
g (lfey)'

Exercice 7 :

1. a) %(w, t)=fl(x—ct)+ f(x+ct)
2%f _ "

gfez((xx tl)f) —;r ]E x(m iZf)ct—i)_ —i]i C(J:f’ —(i_xcj? ct)
ot +

gjg‘(x t) = A(fr(x —ct) + f(x+ct))

Pl (0,t) = S0 (a,t) = oo —ct) + [ (0 +ct) = S(fe (0 — ct) + [ +ct)) =0
b) gg(x t) = ZL(a,t) + L 2L (2, 1)

%= g )+ 15 ()

On utilise la relation de Schwarz : =

2 2 .
o2 (@ 1) = 151w, 1) = G (o,0) — (1) = 0

c) ¢(t) = —cB(K —ct,t) + B(K —ct,t) = —c(L(K — ct,t) — L2(K —ct,1)) =0




La fonction ¢ est de dérivée nulle. Elle est donc constante et, pour tout K, g(K —ct,t) = ¢(t) =

¢(0) = g(K,0).
Donc, pour tous x et ¢, si on pose K = z+ct, on trouve : g(x+ct,0) = g(K,0) = g(K —ct,t) =

)
d) 2z, t) = L(x,t) — f(x +ct) = I(z,t) — Lg(x + ct,0)
%(wvt):%($7y>_cf/—<x+0t)_{T{(x’ )_gg(x+0tv0)

oh 0 0 10 1 1
eyt 2 2wty = Loy 2% ) — Zgtw 0,0~ Lot +et,0)

=g(z,t) —g(x +¢t,0) =0

e) Y(t) = ¢ (K + ct,t) + L(K + ct,t) = c(L(K + ct,t) + 222K + ct, 1)) = 0

Donc 1) est constante et, pour tous K et ¢, h(K +ct,t) = (t) = (0) = h(K,0).

Pour tous x et t, si on pose K = = — ct, h(:v —ct,0) = h(K,0) = h(K + ct,t) = h(x,t).
f) f(x,t) =h(z,t)+ f-(v+ct) =h(z —ct,0) + f_(x +ct) = fi(z —ct) + f-(x + ct).
2. a) gl(z,t) = ¢'(x)h(t)

2w, t) = ¢"(@)h(t)

De méme, W{ = g(x)h"(t).

L’équation d’Alembert devient donc g”(x)h(t) — 5 g(x)h"(t) = 0.

b) Pour tout z, g"(x)h(to) — %g(z)h"(ty) = 0 donc :

8

0=9'0) ~ 0 g(0) = (0) + gt

c¢) Pour tout z, ¢"(z) = —ag(x) donc :

0= " @)h(1) ~ o)A (1) = —ag(a)h(t) — o)1) = ~ 22 (an(r) + 1(1)

Il existe un z pour lequel g(z) est non-nul. Pour ce z, on peut diviser par —% et on trouve

que, pour tout ¢, h”(t) + c*ah(t) = 0.

d) On résoud les équations différentielles des questions b) et ¢). Les polynomes caractéristiques
sont X2 + a et X? + c2a. Leurs racines sont imaginaires pures de la forme +i\/a et +iy/ac.
Les fonctions g et h sont donc de la forme :

g(z) = Ay sin(vax) + A; cos(vax) et h(t) = By sin(v/act) + By cos(v/act)

e) Puisque ¢g(0)h(t) = f(0,t) = 0 pour tout ¢ et puisque h n’est pas la fonction nulle, on doit
avoir g(0) = 0. Or ¢g(0) = Ay donc Ay = 0.

De méme, g(L) = 0 donc A; sin(y/aL) = 0 Puisque g n’est pas la fonction nulle, A1 # 0 donc
sin(y/aL) = 0. Donc /oL = 0[], ce qui signifie qu'il existe k& € N* tel que /oo = *F. (Ce k est
strictement positif car \/a > 0 et, en fait /a # 0 sinon ¢ est nulle.)



