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'TD : Fonctions

Corrigé

Exercice 1 :

1. (1) Toutes les fonctions vérifient cette propriété.

Démonstration : soit f : £ — F une fonction quelconque. Il faut montrer que, pour tout = € FE,
il existe y € F tel que f(z) = y. Soit donc z € E quelconque. Posons y = f(z). On a bien
y € F et f(x) =y. Donc il existe y € F tel que f(z) =y.

(2) Les fonctions vérifiant cette propriété sont les fonctions constantes, c¢’est-a-dire les fonctions
ne prenant qu’une seule valeur.

Démonstration : soit f : £ — F une fonction vérifiant la propriété (2). Soit y € F tel que,
pour tout x € E, f(x) = y. La propriété (2) nous permet de dire qu'il existe. L'image par f de
n’importe quel point x € E est f(z) = y donc la fonction f est constante en y.
Réciproquement, supposons que f : E — F' est constante. Soit ¢ € F' 'unique valeur image de
f. Pour tout x € E, f(z) = ¢ donc, si on prend y = ¢, on a bien :

Vee E, f(x) =y

La propriété (2) est donc vérifiée.
(3) Les fonctions vérifiant cette propriété sont les fonctions surjectives (c’est la définition : une
fonction f : E— F est surjective si tout point y admet un antécédant = par f).

(4) Les fonctions vérifiant cette propriété sont les fonctions constantes.

Démonstration : soit f : F — F vérifiant (4) quelconque. On va montrer que f est constante.
Choisissons = € E quelconque. Posons ¢ = f(x). Pour tout y € E, f(y) = ¢, puisque f(y) =
f(z). Donc la fonction f ne prend que la valeur z; elle est bien constante.

Réciproquement, montrons que toutes les fonctions constantes vérifient la propriété (4). Soit
f + E — F une fonction constante quelconque. Notons ¢ son unique valeur. Pour tout x € E et
pour tout y € E, f(x) = c= f(y) donc f(x) = f(y). La propriété (4) est donc vérifiée.

2. Pour z = 1 ou z = 2, f(z) peut prendre deux valeurs : 3 ou 4. Il y a donc quatre fonctions

possibles :
(1) f(1)=3;f(2)=3
(2) f(1)=3;f(2) =4
(3) f(1)=4;f(2) =3
(4) f1)=4/(2)=4
Les fonctions (1) et (4) ne sont pas injectives car 1 # 2 mais f(1) = f(2). Elles ne sont donc

pas bijectives.



En revanche, (3) et (4) sont bijectives : elles sont injectives puisque deux points différents ont
deux images différentes (f(1) # f(2)) et surjectives car tous les points de {3,4} (c’est-a-dire 3
et 4) ont un antécédant par f.

3. La seule condition a respecter est que deux points différents aient des images différentes,

c’est-a~dire que f(1) # f(2). On trouve donc six solutions :
(1) f(1)=1f(2)=2
(2) f()=1/f(2)=3
3) f(1)=2/(2) =1
4) f(1)=2/(2)=3
(5) f(1)=3:f(2)=1
(6) f(1)=3:f(2) =
Une fonction f: {1,2} — {1,2,3} n’est jamais surjective : f ne peut prendre que deux valeurs

\/N

au plus, f(1) et f(2). Il y aura donc toujours I'un des trois nombres 1,2 ou 3 qui ne sera pas
égal & f(1) ou f(2), donc qui n’aura pas d’antécédant par f.

4. On veut montrer que, pour tout y € G, y a un antécédant par g o f. Soit donc y € G
quelconque.

Puisque g est surjective, il existe z € F tel que g(z) = y (c’est-a-dire que y a un antécédant
par g, qu’on note z).

Puisque f est surjective, il existe € E tel que f(z) = z.

Le point z est un antécédant de y par go f : go f(z) = g(f(x)) = g(2) = y. Donc y a bien un
antécédant par g o f.

Puisque la démonstration est valable pour tous les y € G (car on a supposé y quelconque), la
fonction g o f est surjective.

Exercice 2 :

1. f1 est définie ssi |z| — 2 > 0, c’est-a-dire |z| > 2. Il faut donc étre dans 'un des deux cas
sulvants :

l-z>0et|z]=2>2

2-x<0et|z|=—-2>2

On peut simplifier chacun des deux cas :

l-z>0etax>2ssix>2

2-r<0et —x>2ssixz< -2

La fonction f; est donc définie en tous les x tels que z > 2 ou & < —2, soit sur [2; +o00[U] —
00; —2].

2. fy est définie si In(1 + x) et In(x — 4) sont définies, c’est-a-dire si :

l+2>0etxz—4>0

Cette condition est équivalente a © > —1 et x > 4, c’est-a-dire qu’elle est équivalente a x > 4.
La fonction fy est définie sur |4; +o0].

3. f3 est définie si 22 —3x—4 > 0. Commencons par trouver les racines du polynome X2 —3X —4.
Ces racines sont %ﬁ =4et %5 = —1. Donc 2? — 3z — 4 = (x — 4)(x + 1) La fonction f3 est



définie si 22 — 3x — 4 = (z — 4)(z + 1) > 0, c’est-a-dire si :
(x—4>0etx+1>0)ou(xr—4<0etx+1<0)

soit : & >4 ou < —1. La fonction f3 est définie sur | — oco; —1[U]4; +00].

4. La fonction f; est définie si e3® + 4e?® + e* — 6 # 0. Il faut donc résoudre I’équation €3 +
4% + e — 6 = 0. Posons X = e*. L’équation devient :

X3 44X+ X -6=0
Puisque X = 1 est solution, on peut mettre (X — 1) en facteur :
X3 44X+ X —6=(X —1)(X*+5X +6)

Le discriminant du polynéme X2 45X +6 vaut A = 52—4.6 = 1 donc les racines de X?>+5X +6
sont X1 = —2et X9 =-3.

Onadonc: X?+4X2+ X —6 = (X —1)(X +2)(X +3), ce qui implique X?+4X?+ X —6 =0
si et seulement si X =1ou X = -2 ou X = —3.

Les points ou f; n’est pas définie sont donc les = tels que e = 1, —2 ou —3. Puisque e* > 0
pour tout x € R, e #£ —2 et ¥ # —3 pour tout x € R. Le seul point ou f; n’est pas définie est
donc celui ou e* = 1, c’est-a-dire x = 0.

Donc f4 est définie sur R*.

Exercice 3 :

11 fi(z) = g;;:x:i;?’:l—xiQ

fi(x) = = +2)2 > 0 donc f; est strictement croissante sur | — 2;+o0[. Elle réalise donc une
bijection entre | — 2;4o00] et] hm fl( ) IIIJP fi(z)[.

Lorsque . — —2%, o+ 2 — ()Jr donc ﬁ — 400 et fi(x) = —o0.
Lorsque z — 400, x + 2 — 400 donc fi(z) — 1.

La fonction f; réalise donc une bijection entre | — 2; +oo[ et | — oo; 1].

Calculons f; !(x) pour z €] — oo; 1] quelconque :

3
x_fl(fl (iL‘))Z _fl_l(m>+2
3
T iwmre
= file) 42 =
= i) = g

1.2. fé(l') = m <0
La fonction fy est strictement décroissante sur R. Elle réalise donc une bijection de R vers

] im fa(z); lm fo(z)[.
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Quand x — 400, 1 —€® — —oo donc lim fy(x) = lim arctan(y) = —

Quand xr — —0Q, ]_ — ex — 1 dOnC fQ(ZE) — aI‘CtaH(l) = E.

4
La fonction f5 réalise donc une bijection de R vers | — 7; 7.
Calculons f;'(z) pour z €] — Z; I :

x = fo(fy (z)) = arctan(1 — efz_l(r))
= tan(z) =1 — ol2 (@)
= 6f2—1(33) =1—= tan(x)
= f,'(z) = In(1 — tan(z))
1.3. fi(x) = 262" — 2¢% = 2e7(e® — 1)

Pour tout > 0, ¢* > 0 et e* —1 > 0 donc f5(z) > 0. La fonction f5 est strictement croissante
sur [0; +00[. Elle réalise donc une bijection de [0 + oo[ vers [f3(0); lirf f3(2)[.

f3(0)=¢"—2¢"—8=1-2-8= -9
Puisque f3(z) = €**(1 — 2% — 8¢ 27) :

lim f3(z) = 400(l —=0—0) = +o0

T—+00

La fonction f3 réalise donc une bijection de [0; +o0[ vers [—9; +o0.

Calculons, pour tout = € [—9; +oo|, f3 ' (x) € [0; +00[. Soit = quelconque. On note y = f5 ' ().
Puisque f3(y) = fs(f5'(2)) = = :

r=e" —2Y—8=(e¥)? —2e¥ -8

Si on pose Y = ¥, on doit avoir Y2 — 2Y — 8 — 2 = 0. Résolvons cette équation du deuxiéme
degré :

A=44+48+2)=409+2)

2+ VA
2\/_:1i\/9+x

Yy —

Puisque = > —9, v/A est bien définie. Il suffit maintenant de déterminer si Y = 1+ /9 + = ou
Y=1-vV9+zx.

Lorsque z = —9, les deux solutions sont égales.

Regardons le cas x # —9. Puisque y € [0;400[, Y = e¥ > 1. 1l est donc impossible que

Y =1—+/9+ z car, sinon, on aurait Y > 1 puisque v/9 + x > 0. On doit donc avoir :
Y=1+v9+ux

Et comme Y = ¢, y =In(Y) =In(1 + /9 + z).
On a donc trouvé, pour n’importe quel x € [—9; +oo] :

fi'(x) =In(1+v9+ )



2. Montrons d’abord que g est injective. Il faut montrer que, pour tous les z,y € R tels que
x # vy, g(x) # g(y). Soient z,y quelconques tels que x # y. Puisque f(z) # f(y), ﬁ =+ ﬁ,
c’est-a-dire g(z) # g(y). La fonction g est bien injective.

Montrons ensuite que g est surjective. II faut montrer que, pour tout y € R%, y admet un
antécédant par g. Soit y € R’ quelconque. Puisque i e R%, i admet un antécédant par f (car
f est surjective). Notons x cet antécédant. On a alors f(x) = i donc y = ﬁ = g(x). Le réel
x est donc un antécédant de y par g.

Puisque g est injective et surjective, elle est bijective.

Calculons la réciproque. Pour tout z € R, z = g(¢g~*(z)) = m donc :

flo @) =2 = g7 = F e @) =170

)
Exercice 4 :

On utilise les méthodes de résolution du cours.

1.1. Les solutions sont les f(x) = KeA® on A est une primitive de sin et K € R. Une primitive
de sin est — cos donc les solutions sont les :

f(.T) — Kefcos(x) KeR

1.2. Les solutions sont les f(z) = KeA® 4 g(x) ot K € R, A est une primitive de z — 322 et
g est une solution particuliere. Une primitive de x — 322 est x — 3.
Il faut chercher une solution particuliere. Comme aucune n’a 'air évidente, on va utiliser la

méthode de la variation de la constante. Cherchons g sous la forme :

3

La fonction g doit vérifier I'équation différentielle ¢'(z) = 32%g(z) + L. Or ¢'(z) = K/ (z)e™ +
k(z)(e””) = K (r)e” + 322k(z)e*”. L'équation différentielle est donc :

3

E(z)e” + 32%k(z)e” = 3a2k(z)e” + <

T
333
(et = &
& k(x)e "
o k() =
N x

La fonction k(x) = In(x) convient donc. La fonction g(z) = In(z)e*” est donc une solution
particuliere de I’équation.
Les solutions sont les fonctions de la forme :

3

f(z) = Ke® +In(z)e” KeR



1.3. Le polynome associé a cette équation différentielle est X? — 2X + %. Son discriminant est
A= (-2)- 4.1.% = 1. Les racines du polynome sont donc réelles; elles valent :

3

To = —

1
T = =
179 2

Les solutions de I’équation différentielle (3) sont les fonctions de la forme :
f(l‘) — \e®1® +uem2x — /\61/2 +ue3m/2 )\”u cR

1.4. Le polynéme associé & cette équation différentielle est X2 + 10X + 25. On voit que son
discriminant est nul et qu’il a une racine double : X? 4+ 10X + 25 = (X +5)2. La racine est —5.
Les solutions de I’équation différentielle (3) sont les fonctions de la forme :

f(z) = (A + px)e ™ ApeR

1.5. Le polyndme associé a cette équation différentielle est X? — 2X + 5. Son discriminant vaut
A = (=2)? —4.1.5 = —16. Le polynome n’admet pas de racine réelle. Il admet en revanche des
racines complexes, qui sont les suivantes :

_ 244V16 _ 2—iV/16
= _LTwv»

—1-2i
B 1

Ty =1+2 To

Les solutions sont donc les fonctions de la forme :
f(z) = eRe (xl)x()\ cos(xIm x1) + psin(zIm z5)) = €®(Acos(2x) + psin(2z)) A\ pu€R

2. Commencons par trouver toutes les solutions de 1’équation différentielle. Nous déterminerons
ensuite lesquelles vérifient les conditions f(0) =1 et f/(0) =5

Le polynome associé & I'équation différentielle est X2 42X +10. Son déterminant vaut A = —36.
Le polynome n’a donc pas de racine réelle mais deux racines complexes :

r1=—143¢ To=—1—3t
D’apres le cours, les solutions de 1’équation différentielles sont donc les fonctions de la forme :
f(z) = e *(Acos(3z) + pusin(3z)) ApeR

Soit f une solution de la forme précédente. On va déterminer quelles conditions A et p doivent
vérifier pour que f(0) = 1 et f/(0) = 5. On utilise le fait que f'(x) = —e *(Acos(3x) +
psin(3z)) + e~ *(—3Asin(3x) + 3p cos(3z)).

f(0) = e °(Acos(3 x 0) + psin(3 x 0)) = A
f'(0) = —e °(Acos(0) + psin(0)) + e %(=3Asin(0) + 3 cos(0))(0) = —A + 3u

Pour avoir f(0) = 1 et f/(0) = 5, il faut et suffit donc que les deux égalités suivantes soient
vraies :

A=1 —A+3u=5



On trouve A=1et p=(A+1)/3 =2. Il y a donc une et une seule solution :

f(z) = e *(cos(3x) + 2sin(3z))

Exercice 5 :

1. fi(z) = e® +2e** + 3¢ > 0 pour tout z € R. La fonction f; est donc strictement croissante
sur R. Elle réalise une bijection de R vers | lim fi(x); lim fi(z)[.
T——00 T—+00

Quand x — —o0, € — 0, e** — 0, €3* — 0 donc fi(z) — —3.
Quand z — +00, ¥ — +00, ¥ — +00, €3¥ — 400 donc fi(x) — +oo.
La fonction f; réalise donc une bijection de R vers | — 3; 4-00].

Puisque la dérivée de fi ne s’annule pas, f; ' est dérivable, de dérivée ——

Fofit
tion est aussi dérivable car composée de fonctions dérivables donc f; ' est deux fois dérivable.
D’apres le théoreme de Taylor-Young, elle admet donc un développement limité d’ordre 2 en 0.
On va le calculer a partir du développement limité de f;.

fi(z) = 1+x+§+1+2x+@+1+3x+@—3+x26(:¢) = 6z + T2? + 2%¢(x)

Puisque f1(0) = 0, f;'(0) = 0. Le développement limité de f;* en 0 est donc de la forme
fil(x) = az + Ba? + 2%€(x).

Cette derniere fonc-

v = fi(fi'(2))
= filaz + B2* + 2%¢(x))
= 6(ax + B2 + 2%e(x)) + T(ax + B2® + 2%e(x))* + 12e(x)
= 6ax + (68 + 7a*)2® + 2%¢(x)

Puisque le développement limité de z est unique, 6o = 1 et 63+ 7a? = 0, ce qui donne o = 1/6
et 8= —7/216.

2. a) fo(r) = 2w _ oteds) _ 4 4 (4 donc glcli%fQ(x) = 1 et la fonction f; se prolonge bien

T x

par continuité en 0.
b) f2<x) — x—z2/2+x3/3+x3e(1‘) — 1 - .’L'/Q + x2/3 + 3326(.1')

T

¢) Puisque f»(0) = 1, f;*(1) = 0. Le développement limité de f,* au voisinage de 1 est donc
de la forme :
fil(@) = alr = 1)+ Bz = 1)* + (& — 1)%(x — 1)

Au voisinage de 1 :
4+ @—1) =2 = Alf;' (@)
= fola(z — 1)+ B(x —1)* + (z — 1)%e¢(x — 1))
=1—(a(r—1)+ Bz —1)° + (v — 1)’(z — 1)) /2
+(ale = 1) + Bz = 1) + (v — 1)%e(z — 1))*/3 + 2¢(2)

:1—%(m—1)+(———)(:1:—1)2+(:E—1)26(x—1)



= 0, c’est-a~dire a = —2 et

@

Par unicité du développement limité, on a —% 1 et %2 —

3=38/3. P

fi @) = =2~ 1)+ S(r— 1P+ (- 1)Pe(r — 1)

Bonus : La fonction fy est dérivable sur | — 1; +00[—{0} et sa dérivée vaut :

fia) = i In(1+ z)

Xz

On voudrait montrer que cette dérivée est strictement négative. Il faut donc montrer, puisque
142 > 0 pour tout z > —1, que z — (1 + z)In(1 + z) est une fonction négative. Posons
g(z) =2 — (1+2)In(1 + ).

Onag(r)=1—In(l+z)— H—ﬁ = —In(1 + z). La fonction ¢’ est donc strictement positive
sur | — 1; 0] et strictement négative sur ]0; +o00[. La fonction ¢ est donc strictement croissante
jusqu’a 0 puis strictement décroissante. Elle admet un maximum en 0 et ce maximum vaut
g(0) = 0. La fonction g est donc strictement négative sur | — 1; +oo[—{0}.

On en déduit que fj est strictement négative sur | — 1;4+00[—{0}. La fonction f; est donc
strictement décroissante sur | — 1;0] et sur [0; +o00[. Elle est donc strictement décroissante sur
| — 1; +00[ et réalise une bijection de | — 1; +o0o[ vers ]zgrfoofg(x); xlimlfg(x)[.

Calculons les limites.

En —1, In(1 +2) - —oo et © — —1 donc fo(z) — +oo.

En 400, fo(x) = ln(lxﬂ) = lngﬁx)”f donc, comme lnﬁ:;”) —0et E2=141-1, fo(z) —0.
La fonction f, réalise donc une bijection de | — 1; +oo[ vers |0; 4o00].

Exercice 6 :

1. On divise le numérateur et le dénominateur par (In(x))? :

_ 1+ (In(@)"" + (In(z)) >
file) = 1= 3(In(z))~! + 3(In(z))~2

En 0 : In(z) — —oo donc (In(z))™' — 0 et (In(z))~? — 0. La limite vaut donc :

1+0+0
1. = - =
imfi(@) = 1550

En 400 : In(z) — +oo donc (In(z))™' — 0 et (In(z))~2 — 0. La limite vaut donc :

14040
1. = —_——— 1
i fi(x) 1+0+0

o . , , . 3
2. On divise le numérateur et le dénominateur par e* :

e” =" — rsin(z)e "

1 4 x2e—=°

fo(x) =




Calculons la limite en 400 de toutes les fonctions qui interviennent dans ce quotient.
Quand z — +o00, 22 — 23 = 22(1 —2) — —oo (car 22 — +oo et 1 —x — —00). donc e* =% — 0.

Quand z — +oo, ¥ — 400 donc, par composition, z3¢™* — 0 (car lirf ye " = 0) et
y—+o0

= 23" /22 — 0. Puisque sin(z) € [—1; 1] pour tout = € R, on a, pour tout = > 0 :

z3

3

xre

_ 3 . _ 3 _.3
—ze " <zsin(x)e ™ <xe

. . _ 3
Par encadrement, on obtient donc que xsin(z)e™*" — 0.
d 2,—x3 _ 3 —x3
Quand = — 400, 2% = z%e™" /xr — 0.
Donc lim r) =% =0
z—>+oof2( ) 140

3. tan(x) = x + z%¢(x) (La démonstration est dans le cours.)

R
r+a2%e(x) =z
1 1
=)
1+ ze(w)
1
=—(1 —1
x( + ze(x) — 1)
= ()
Puisque ¢(z) — 0 quand z — 0 :
th - lime(z) =0
e—0tan(z) x  2—0
4. (1+ )" = (exp(In(1 + z)))"/* = exp(L In(1 + z))
Or In(1 +2) = 2 + ze(z) donc LIn(1 +2) =1+ ¢(x) et :
1
lim—In(1+2z) =1+ lime(z) =1
z—0 z—0

Par composition, on obtient donc :

lim(1 + 2)Y/% = exp(1) = e

z—0
_ sin(z) _ cos(§—=x) _ I4e(5—2) _ _1 T
5. tan(x) = Cos(z) sin(Z—a) = o)1 (Z-a)e(5-2) = —x<1 j— 6(2 ))

I _

3
Donc f5(1‘) = %(1 + E(% — :L‘)) + ]n(% _ ,I’) _ 1+e(§—x)+7$§—r) In( 5 CL‘)

T

On sait que lir%y In(y) = 0 (démonstration : lorsque y iR 0, —In(y) — o0 donc yln(y) =
y—)

—(—1In(y)) exp(—(—1In(y))) — 0, puisque liIJ]rn zexp(—z) = 0). Donc, par composition des
limites :

g}l_r%(g —x)ln(g —xz)=0
Puisque lim ¢(5) = 0, on trouve :
=7
1+04+0
D



