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'TD : Fonctions

Corrigé

Exercice 1 :

1. a) Si f et g sont de classe C°, cela signifie qu’elles sont continues. Puisque une somme de
fonctions continues est continue, f + g est continue, c’est-a-dire de classe C°.

b) Puisque f et g sont n + 1 fois dérivables (car elles sont de classe C"™!) et puisque n+1 > 1,
elles sont au moins une fois dérivables. La fonction f + g est donc la somme de deux fonctions
dérivables, donc f + g est dérivable et sa dérivée vaut (f +g)' = f' + ¢

c) Puisque f et g sont de classe C"™!, f’ et ¢’ sont de classe C" (d’apres le rappel). Donc f/ + ¢’
est la somme de deux fonctions de classe C™. D’apres la propriété de récurrence, la somme de
deux fonctions de classe C™ est une fonction de classe C*. Donc (f + g)' = f' + ¢ est de classe
C". D’apres le rappel, f + g est donc de classe C"1.

2. a) Si f et g sont de classe C°, cela signifie qu’elles sont continues. Puisqu’un produit de
fonctions continues est continue, fg est continue, c’est-a-dire de classe C°.

b) Puisque f et g sont n + 1 fois dérivables (car elles sont de classe C"™!) et puisque n+1 > 1,
elles sont au moins une fois dérivables. La fonction fg est donc le produit de deux fonctions
dérivables, donc fg est dérivable et sa dérivée vaut (fg) = f'g + f¢q'.

c) Puisque f et g sont de classe C", f" et ¢’ sont de classe C" (d’apres le rappel).

La fonction g est de classe C"*!. Elle est donc aussi de classe C". D’apres I'hypothese de
récurrence, puisque [’ et g sont de classe C", f’g est de classe C".

De méme, d’apres 'hypothese de récurrence, puisque f et ¢’ sont de classe C", f¢’ est de classe
cn.

La somme de deux fonctions de classe C™ est de classe C™ (d’apres la question 1.) donc (fg) =
f'g + gf' est de classe C"*. D’apres le rappel, cela implique que fg est de classe C*1.

3. On procede par récurrence sur n.

Initialisation : si f et g sont de classe CY, c’est-a-dire continues, alors f o g est continue, c’est-
a-dire de classe C°.

Récurrence : on suppose que la propriété est vraie pour un certain n > 0. On va montrer qu’elle
est aussi vraie pour n + 1. Soient f et g deux fonctions quelconques de classe C™ 1.

Puisque n+1 > 1, f et g sont dérivables. Comme la composée de deux fonctions dérivables est
dérivable, f o g est dérivable et sa dérivée vaut (f o g) = ¢'(f' o g).

La fonction f’ est de classe C" et g aussi (car g est de classe C"™'). D’aprés 'hypothese de
récurrence, la composée de deux fonctions de classe C™ est aussi de classe C™ donc f’ o g est de
classe C™.



De plus, ¢’ est de classe C™ et, d’apres la question 2., le produit de deux fonctions de classe C"
est une fonction de classe C", donc (f o g) = ¢'(f' o g) est de classe C".

La fonction f o g est donc dérivable et admet une dérivée de classe C™. D’apres le rappel, elle
est donc de classe C"1.

On a donc démontré que, si la propriété était vraie au rang n, elle I'était aussi au rang n + 1.
Puisqu’elle est vraie pour n = 0, elle est vraie pour tout n € N.

Exercice 2 :
1. In(z) = In(1+ (¢ — 1)) = (z — 1) — 2 4 (2 — 1)2(2 — 1)
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3. 2% = exp(x1n(2))
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Le développement limité de 1+ X est vVI+X =1+ 3 — X?Q + X2%¢(X). On pose X =
(r —2) + (x — 2)? et on obtient :

Va2 =32 +3=/1+ (2 —2) + (z — 2)2
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5. On va commencer par calculer le développement limité de cos(] + y) en 0, en utilisant le
théoreme de Taylor-Young. Posons f(y) = cos(} +y). On a :

J'(y) = —sin(7 +)

I"(y) = = cos(7 +)

Done f(0) = %2, f(0) = = et f"(0) = —£2.
D’apres le théoreme de Taylor-Young :

COS(% +y) = fly) = FO) +yf(0) + ===

donc

cos(x) = cos(% +(x—=)) =

Exercice 3 :

1. Une primitive de e” est e®. Les solutions de 1’équation différentielle sont donc les fonctions
de la forme :

fz) = X AeR

2. Une primitive de Sii"(i(;cJ)rQ _ (SsiiIIll((i))_:_é)

sont dons les fonctions de la forme :

est In(sin(x)+2). Les solutions de I’équation différentielle

f(x) = Xexp(In(sin(z) + 2)) = A(sin(z) + 2) AeR
3. Une primitive de ﬁ% est y/z. Les solutions de I’équation homogene f'(z) = ﬁi () sont
donc les fonctions de la forme :

flo)=2V® AR

Cherchons maintenant une solution particuliere de ’équation de I’énoncé. Conformément a la
méthode de la variation de la constante, on la cherche sous la forme f(z) = K(z)eV®. On a
alors :

f'(z) = K'(z)eV™ + K(x)eV®

1
2\/x
D’ou :

Ozﬂ@—QLﬂ@—i%Wx

K(z)eV® — —



On trouve K'(z) = ﬁi Une solution possible est K(x) = /x, ce qui donne la solution

particuliere f(z) = \/zevV?.
Les solutions sont toutes la somme de la solution particuliere trouvée et d’une solution de
I’équation homogene associée, ce qui nous donne pour solutions les fonctions de la forme :

f(@) = VoeV® + \eV® AeR

~ 4 : 2 _ 23 _ 232 _ 81 _ (9)2
4. Le polynome associée a cette équation est X° — X +28. Ona A = =~ —4.28 = 5 = (5) :
Les racines sont donc :

5131:8 l’2:§

Les solutions de I’équation différentielle sont donc les fonctions de la forme :
fle) = A+ pe™? A peR

5. Le polyndome associée & cette équation est X2 4+ 4X + 13. On a A = 42 — 4.13 = —36. Les
racines sont donc complexes :

Les solutions de 1’équation différentielle sont dons les fonctions de la forme :

f(z) = e *(\cos(3z) + psin(3z)) ApeR

6. Résolvons d’abord ’équation homogene 9f”(x) —6f'(x)+ f(z). Son polynéme caractéristique
est 9X? — 6X + 1, dont le discriminant vaut A = 0. Il a une seule racine, z; = 1/3.
Les solutions de 1’équation homogene sont donc les fonctions de la forme :

F(@) = A+ ) e/

Trouvons maintenant une solution particuliere. Puisque le deuxieme membre est un polynome
de degré 2, on va chercher un polynome de degré 2 : f(z) = az® + Sz + 7.

2? — 1lx 4+ 13 = 9f"(x) — 6f'(x) + f(2)
= 9.2a — 6(2ax + B) + (az® + Bz + )
= ar® + (8 — 12a)z + (18a + v — 60)
On doit donc avoir a« = 1, f — 12a = —11 et 18a + v — 65 = 13, ce qui donne o = =y = 1.
La fonction 22 4+ x + 1 est solution particuliere.

Les solutions sont la somme de la solution particuliere et d’'une solution de I’équation homogene.
Il s’agit donc des fonctions de la forme :

fz) =2 +x+14+ N+ px)e? A pEeR



7. L’équation homogene associée est f”(x) — 3f'(x) — 10f(x). Son polynome associé est X2 —
3X — 10, de discriminant A = 49 et de racines 1 = 5 et x5 = —2. Les solutions de 1’équation
homogene sont donc les fonctions de la forme :

f(x) = Ae™ + pe™

Cherchons maintenant une solution particuliere. Puisque le terme qui ne fait pas intervenir x
de I’équation différentielle est le produit d’un polynéome de degré 1 par e*, on va chercher f(z)
sous la méme forme : f(z) = (ax + §)e*. On a alors :

f(z) = (ax + B+ a)e”
f"(z) = (ax + 8+ 2a)e”

D’ou :
0= f"(z) —3f(x) — 10f(z) + (122 — 11)e"
= ((12 — 12a)z — 128 — a — 11)¢"
Il faut donc choisir « = 1 et § = —1. La solution particuliere ainsi trouvée est f(x) = (x —1)e®

et les solutions de I’équation sont les fonctions de la forme :

f(x) = (x — 1)e" + \e™ + pe " Au€eR

Exercice 4 :
a) ¢,<I> _ (cos(z))’ _ __sin(x) _ —tan(x)

cos(x) cos(x)

b) Commengons par résoudre I’équation homogene y' + tan(z)y. Puisque ¢ est une primitive
de —tan, les solutions de 1’équation homogene sont toutes les fonctions de la forme y(x) =
Aexp(o(z)) = Acos(z) ou A est un réel quelconque.

La solution particuliere y = 1 est évidente. Les solutions de 1’équation différentielle sont donc
exactement les fonctions de la forme :

y(x) =1+ Acos(z) AER

Exercice 5 :

1.1. f(z,y) = 2% + 22y + 1>

Lorsque 'on suppose y fixé, la dérivée par rapport a x de 22 est 2z, celle de 2zy est 2y et celle
de y? est 0 (c’est une constante). Donc :

of

— =2 2y =2

By (1Y) =20+ 2y =2(z +y)
De méme :

ﬁ(m ) =2z +2y =2(x+y)

By YY) = Yy = Yy



1.2.

g_i(x’y) gi <y) sin’(z/y) = icos(:l:/y)
of of

o) = 50 () sin(a/) = =5 conle/)
2. Lorsque 2’ et ' tendent vers 0 :

gﬂ ,O0f

™ ! ! ™ /A
— 1 — _ 1 (=1 2 12
S+ L) = J D) +a G (D) 9 (o D+ VaR 2wl y)
f V2 Wf 2 2o o
=5t Y VR (@ y)

soit, en posant 2’ =z — J ety =y —1:

2 2
fz,y) = % +(z— %)% —(y- 1)%% + Va2 + (2 y)
2 2 2
- \/7_ " xg N ygg VRt yRea’y)

L’équation du plan tangent est obtenue en ne gardant que les termes d’ordre 0 et 1 de cette
expression : elle représente, au voisinage de (§,1), une approximation affine de la valeur de f.

L’équation vaut donc :
V2 V2 w2
= — 4 x— — Yy—
2 2 42

Exercice 6 :

L f(x) = g(x)en?
f'(x) = g'(z)e"® + rig(w)en®
fr(x) = g"(x)e"® + 2rg (x)e"* + rig(x)en”

x))e™* + (ar? + brl +c)g(x )e”"’“"
T )61”150
On a utilisé pour la derniere égalité le fait que 7, était une racine de aX? + bX + X.

En multipliant par e™"* on obtient I’équation différentielle suivante :
ag”(z) + (2ar1 + b)g' () =0

2. Si 2ary + b = 0, 'équation différentielle devient ¢”(x) = 0. La fonction ¢ doit donc étre de la
forme g(z) = X\ + ux, avec A\, u € R.



Si 2ar;+b # 0, I'équation différentielle est ¢”(z) = —(2r1+2)g/(z), soit 1/ (z) = —(2r1+2)¢'(z).
La fonction % est donc de la forme h(z) = ae~ @727 avec o € R. Puisque ¢'(z) = h(z), la
fonction g est de la forme :

g(z) = ﬁe_@”ﬂ)x + a,u€R
Si on pose A = ﬁ, on obtient que les solutions sont les fonctions g de la forme :
g(z) = Ne~ Crifblae ) ApeR
3.81r =19, 11 = —% donc 2ary + b = 0. Réciproquement, si 2ar; +b = 0, r, = —%. Or
r= —%ﬁ done VA =0 et A =0, ce qui veut dire que le polynéme a une racine double.

1T

4. Sir; =rg, 2ar; + b = 0 donc g est de la forme g(x) = A + pz. Puisque f(z) = g(z)e
en déduit que la fonction g est de la forme :

f(@) = A+ p)e™”

Si ry # 1o, puisque 11 + 79 = —b/a, on a 1y + b/a = —ry. Comme g est de la forme g(z) =
e~ (@ritb/a)z Ly on trouve pour f

f(x) = g(x)en”
_ Ae—(m—i—b/a)m _|_M6'rlz
— \e'2® _i_,uerlz

, on

ou A et u sont des réels.



