Université Pierre et Marie Curie Le 25 octobre 2012
LM110

TD : Fonctions

. 7

Corrigé

Exercice 1 :
/ _ (sinz\’ _ cosZz+sin?z __ 1
L. tan (l’) - 2(cosx)2 - c2032:r 2_ cos? x
/ __ cos“x+sin“x __ cos“x sin“x __ 2

tan (l’) - cos? T T cos?zx + cos?x 1+ tan”x
2. Par définition, la fonction arctan est la réciproque de tan, qui réalise une bijection de | — 7; 7|

vers | — 0o; +00[. La dérivée de tan ne s’annule pas, puisque tan’(z) = 1 + tan?(x) > 1 pour
tout x. La fonction réciproque arctan est donc dérivable (voir l'exercice 5 du TD des 27 et 28
septembre) et sa dérivée vaut :

1 1 1
tan/(arctan(z)) 1+ tan?(arctan(z)) 1+ 22

arctan’(z) =

La derniere égalité est une conséquence du fait que, puisque arctan est la fonction réciproque
de tan, tan o arctan(x) = x pour tout x € R.
3. On sait que % =1 — X + X2 — X3+ .+ (=1)"X" 4+ ¢(X)X™ On pose X = 22 et on

+X
obtient : .

i 1—2® + 2t — .+ (=12 + e(x)x™

arctan’(x) =

4. Puisque tan(0) = 0, arctan(0) = arctan(tan(0)) = 0. On integre le DL de la question
précédente :

arctan(z) = arctan(z) — arctan(0)

—/I(l s2 4 st — L (=1)"" 4 €(s)s*)ds

/ 1ds—/ s%ds + ... + (— )”/ 2”ds+/0m s*"e(s)ds
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Exercice 2 :

Remarque : pour chaque fonction, il y a une infinité de solutions.



1. Posons X = 2z.

fi(z) =1+ 20 +42* + ...+ 2"2" + 2"€(x)
= 1+X+X2+...—|—X”+§e(§)
=1+ X+ X2+ ..+ X"+ X"(X)
Cette derniere expression est le développement limité de —~ = ——. La fonction f; :  —

1-xX — 1-2z°
admet donc le développement limité demandé.

1
1—2x

2. Soit Fy la primitive de fy valant 0 en 0. Puisque fo = Fj, on peut intégrer le développement
limité de fo (comme a la question 4. de l'exercice 1) et on trouve que le développement limité
de F5 doit étre :

Fy(r)=a+2°+2° + .+ 2" 2" e(n)

Puisqu’il s’agit du développement limité de ﬁ — 1, il est tentant de regarder si la fonction

folz) = (% — 1)/ conviendrait.

Avec cette définition, on a fo(x) = +m)2 Cette fonction admet bien un développement limité

1
car elle est infiniment dérivable (et l(e théoreme de Taylor-Young démontre que toutes les fonc-
tions infiniment dérivables admettent des développements limités a tout ordre). Vérifions que
ce développement limité est bien celui qu’on voulait.

Si on pose fo(z) = ap + a1z + ... + a,x" + x"€(x), puisqu’on peut intégrer les développements

limités, on en déduit que le développement limité de Fy(x) = ﬁ — 1 doit étre :

1 ar o a
—l=qar+ —a>+ ...+ ——a" p 2" e(x
11—z R (@)
Puisqu’on sait que ﬁ =1+x+22+ ... +2" + 2" e(x) et puisque le développement limité
est unique, on en déduit :
ap=1,a1=2,...,a,=n+1

Donc fo(z) =1+ 2x+ ... + (n+ 1)z™ + x2"€¢(x).

Remarque 1 : la premiere partie du raisonnement (jusqu’a « Il est tentant de regarder ... »)
ne permet pas de démontrer que la fonction fo(z) = ﬁ a le bon développement limité. En
effet, on ne peut pas dériver les développements limités donc le raisonnement ne marche pas
en sens inverse. Il est en fait possible de trouver des fonctions f, dont 'intégrale F5 ait bien le
développement limité 1 + = + ... + 2™ 4+ z"¢(x) mais telles que fy n’ait pas le développement
limité voulu 1 + 2z + ... + z"€(x) (en fait, a ce moment-la, f, n’admet pas de développement
limité & tout ordre). Le seul intérét de la premiere partie du raisonnement est de nous aider a
deviner une expression de fy; mais, ensuite, il est donc indispensable de vérifier que fo convient
bien.

Remarque 2 : pour montrer que f, convenait, on aurait aussi pu utiliser la formule donnant le
développement limité de (1 4 z)*, avec o = —2.

3. Le développement limité de f3 ne doit contenir que les termes pairs du développement limité
de la fonction exp.



Posons f3(z) = # et vérifions que cette fonction admet le bon développement limité :

2f3(z) =" + e
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On reconnait dans cette derniere formule le développement limité de (1 — ) In(1 — z) donc la
fonction fy(z) = (1 — x)In(1 — z) convient.

Exercice 3 :

Dans les question 1. et 3., on utilisera la propriété suivante :
Supposons que g et h sont deux fonctions de ]a;b| vers R telles que g(z) < h(z) pour tout
x €]a; b[. Supposons de plus que limg(x) et limh(x) existent. Alors :

r—a r—a

limg(r) < limh(x)

r—a r—a

La méme propriété est vraie si on considere la limite en b.
Attention : la propriété n’est plus vraie si on remplace les signes «<» par des signes «<».

1. On va commencer par montrer que, pour tout x €|a;b[, ¢ < f(x) < d.
Soit x €]a; b[ quelconque. Pour tout y €|a;z], y < = donc, puisque f est croissante :

fly) < flz)



On regarde la limite quand y tend vers a :

¢ = limf(y) < limf(x) = ()
y—a y—a
Donc ¢ < f(x).
De méme, pour tout y € [z;b], y > x donc, puisque f est croissante :

fly) > f(z)

On regarde la limite quand y tend vers b :

d=limf(y) > limf(zx) = f(x)
y—b y—b

Donc d > f(x).

Il suffit pour terminer la question 1. de montrer qu’en fait, les inégalités sont strictes.

Commengons par montrer que f(z) > ¢. On raisonne par I'absurde et on suppose que f(z) = c.

Alors, pour tout y €la; z[, f(y) < f(z) (puisque f est croissante) donc f(y) < c¢. C’est absurde

car on a vu que ¢ <y < d.

De méme, si on raisonne par ’absurde et on suppose que f(z) = d, alors, pour tout y €|x;b],

f(y) > d, ce qui est absurde. Donc f(z) < d.

2. La fonction f est injective car elle est strictement croissante. En effet, si x # y, soit © < y et
alors f(z) < f(y) donc f(x) # f(y), soit © > y et alors f(x) > f(y) donc f(z) # f(y).

3. a) Raisonnons par 'absurde et supposons que ce n’est pas le cas. Alors, pour tout g €]a; bl,
f(zg) > y. On regarde la limite quand z( tend vers a :

c¢= lim f(zg) > limy =y
To—a

Tro—a

Donc y < ¢. C’est absurde car, d’apres la question 1., ¢ < f(y) < d.

b) C’est le méme raisonnement qu’a la question précédente. On raisonne par l’absurde et on
suppose que ce n'est pas le cas. Alors, pour tout x; €]a;b[, f(z1) < y. On regarde la limite
quand x; tend vers b :
d=lim f(z;) < limy =y
xr1—b xr1—b

Donc y > d. C’est absurde car, d’apres la question 1., ¢ < f(y) < d.

¢) On applique le théoreme des valeurs intermédiaires a la fonction f, sur le segment [z1;xs].
C’est possible car f est continue.
D’apres les questions a) et b), f(zo) <y < f(z1) donc il existe x € [xg; 1] tel que f(z) =v.

Exercice 4 :
LIn(l+X)=X—X 1 X4 X3(X)



Posons X =z — 22 :

(x —2%?  (z—2%)3

fi(z) = (v —2%) — 5 + 3 + (x — 2%)3e(x — 2?)
R S ek A Y
2 3
:x—xQ—%Q—l—x?’—i—%g—l—x?’e(x)
=z — ;xQ + %x?’ + 2e(x)

L’équation de la tangente en 0 est y = f1(0)(x —0) + f1(0). Or f{(0) est le coefficient du terme
d’ordre 1 du développement limité de f; en 0 donc f{(0) = 1 et 'équation devient :

y=x

Puisque —% < 0, la courbe de f; est en-dessous de la tangente au voisinage de 0.
2.

1
=(1+az) 2
1+x
1 3\ x?
—-1 _Z N (2 R e
+< 2)x—|—( 2)( 2) 2+£L'6(£L‘)
32
zl—g—i-%—i-:ﬂe(:c)
23
sin(m):$—€+x3e(.’p)
Donc :
3 32
folzr) = (& — % +ae(z))(1 — g + % + 2%(x))
2 33 3
zx—%—i-%—%—l—x?’e(x)
2 53
:x—%—l—%—l—x?’e(m)

L’équation de la tangente en 0 est y = f4(0)(z — 0) + f2(0). Puisque f5(0) = 1, '’équation est
Yy =x.

Puisque —% < 0, la courbe de f; est en-dessous de la tangente au voisinage de 0.

Exercice 5 :

1. On sait que tan’(z) = 1 + tan?(z). La fonction f est dérivable car somme de fonctions
dérivables et sa dérivée vaut :

f'(z) = 3tan’(z) tan®(z) + 3tan’(z) = 3(1 + tan?(x))?



Ainsi, f’ est une fonction strictement positive sur | — 2; %

5; 5| et f est strictement croissante.

2. La fonction f est continue (car dérivable) et strictement croissante. Elle réalise donc une
bijection de | — 7; 47 vers | 1iII7lT+f(CL’); lim_f(z)[.
T——% T—5
Il faut donc calculer la limite de 2f en —3 e% 5
On sait que lim tan(z) = —oco et lim tan(z) = +oco. On a donc lim tan®(x) = —oo et
z——7/2 z—7/2 z——m/2
lirr>2 tan3(x) = +o00. Par somme des limites :
r—T

lim f(z)=—-ococet lim f(x)=+o0

z——7/2 x—m/2

La fonction f réalise donc une bijection de | — 7; 7| vers | — oo; +-oo[= R.
3. Puisque f(0) =0, f71(0) = f7(f(0)) = 0.
1 1

IO T T o)

On a vu a la question 1. que f/(0) = 3(1 + tan®(0))? = 3. On a donc (f1)'(0) = 3.
4. La fonction f~! est infiniment dérivable donc, d’apreés le théoréme de Taylor-Young, elle
admet un développement limité en 0 a tout ordre. Calculons celui a l'ordre 2.

La fonction f est impaire car tan est une fonction impaire. La fonction f~! est donc également

impaire :

(= @) = =f(f " (2)) = —z donc [ (-2) = —f(2)
Les termes pairs du développement limité de f~! en 0 sont donc nuls. Le terme d’ordre 1 vaut
(f71)(0) = 3 donc :

(@) = 5 +a%(a)

Exercice 7 :

1. Pour tous les entiers n > 0, on note P, la propriété suivante :

P, : La fonction f est de classe C". De plus, il existe P, et k, tels que P, est un polynome, k,
est un entier positif et :

fM(z) = exp(—%)P;lE? sizeR—{0}

=0siz=0

On va démontrer par récurrence que P, est vraie pour tous les entiers n positifs. Par convention,
on note f© = f.

Initialisation : on démontre Py. Il faut tout d’abord montrer que la fonction f est continue.
Elle est continue sur R — {0} car c’est une composée de fonctions continues. De plus, lorsque
r — 0, —z%—>—oodonc:

) 1
lnexp(—37) =0



La fonction f est donc aussi continue en 0. Si on pose Py(z) = 1 (le polynéme constant valant
1) et kg = 0, on a bien :

£ (2) = exp(~ ) = exp(——) U si € B {0)

72
=0siz=0

La propriété Py est donc vérifiée.
Récurrence : On suppose que P, est vraie, pour un n > 0 quelconque et on veut montrer que

Pni1 est aussi vraie.
Soient P, un polynome un k, un entier positif tels que :

£ (a) = exp(~ ) 2

— stz e R—{0}
:L'n

Ils existent car la propriété P, est vraie.
La fonction f" est dérivable sur R — {0}. En effet, sur cet ensemble, elle est le produit de
exp(—=5) par Z”T(:), chacune de ces deux fonctions étant elle-méme dérivable. Sur R — {0}, la

dérivée de f™ vaut :

7o) = (=) ) D e ) (02)

xhn xkn
2 1. P,(2) 1 P(x)x* — k,P,(x)x* !
- l? GXp(—ﬁ) 2kn + exp(_ﬁ) rhn
1. (2P, (z) Pl(x)xr—k,Pn(x)
- exp(—;) ( rkn+3 + Lhnt1
1.2P, + P/(x)x® — k,P,(x)x?
— exp(~ ) L

Montrons que la fonction f est aussi dérivable en 0. Pour tout x # 0 :

(M (z) — fMQ)  f) 1 P, ARG
FEATZ0 T2 — - )50 — Pyt ()

uand z — 0, & — 400. On sait que lim e ¥y = 0 pour tout & € R. Donc en remplacant ¥
. que lim ey =0p

par & et a par (k, +1)/2, on trouve :

(kn+1)/2
1 1
lim exp(——) (—2> =0

z—0 2’ \ =z
donc : - -
hn%f (z) = f7(0) = P,(0) x 0 =0
Tr— €T



Ainsi, la fonction (™ est aussi dérivable en 0 et on a montré que, si on posait Poi(z) =
2P, + P! (z)x3 — k,P,(x)2* et k1 =k, + 3, on avait :

Ly @) e r— g0y

(n+1) - i
F ) = exp(——) LS

=0siz=0

1l suffit pour terminer de démontrer P, 1 de prouver que f est de classe C\*>°. En effet, on a
déja montré qu’elle était (n + 1)-fois dérivable et que sa dérivée était de la forme demandée.

Il reste donc seulement & démontrer que f*+1) est continue (c’est indispensable pour que la
fonction soit de classe C"*1). 1l suffit en fait seulement de montrer que f™*1 est continue en 0
car, sur R — {0}, elle est continue car composée de fonctions continues. Il faut donc montrer :

. 1. Puii(w)

fexp(=5) = =0
La démonstration se fait par croissance comparée, de la méme facon qu’on a montré que f
était dérivable en 0.
Conclusion : On a bien montré que, si P, était vraie, P, 1 I’était aussi. Puisque Py est vraie,
toutes les P, le sont, pour tous les n.

2. La fonction f est infiniment dérivable. D’apres le théoreme de Taylor-Young, elle admet donc
un développement limité a tout ordre, de la forme :

(n)
flz) = f0)+ f(0)x+ ... + fn_‘(O) "+ a"e(x)

Or on a vu que, pour tout n, f (”)(O) = 0. Donc le développement limité de f en 0 est nul : pour
tout n € N,

f(z) = a"e(x)

Remarque : on aurait pu faire la question 2. sans faire la question 1. mais la question 1. nous
permet de montrer un résultat plus fort que celui de la question 2. : il existe au moins une
fonction infiniment dérivable dont toutes les dérivées successives sont nulles en 0 mais telle que
la fonction elle-méme n’est pas nulle.



