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TD : Fonctions

Corrigé de I'exercice 6

1. a) Puisque f est strictement croissante, f(z) < f(y). Puisque g est strictement croissante et

f(@) < f(y), 9(f(z)) < g(f(y)) donc go f(x) < go f(y).

b) Pour n’'importe quels réels = et y appartenant a ]a; b[ tels que x < y, I'inégalité g o f(z) <
go f(y) est vérifiée, d’apres la question a). On a donc montré que la fonction g o f vérifiait la
définition de la stricte croissance.

2. a) Notons u(z) =e* —e ® et v(x) =" + e "

Pour tout x € R, ¢* > 0 et e ® > 0 donc v(z) = e* + e~ * > 0. Pour tout z, v(z) est un réel
strictement positif donc v(z) # 0 : v ne s’annule pas sur R.

La fonction % est donc un quotient de fonctions continues et dérivables dont le dénominateur
ne s’annule pas sur R. Elle est donc elle-méme définie, continue et dérivable sur R.

Le produit d’une fonction définie, continue et dérivable par une constante est une fonction
définie, continue et dérivable. La fonction f = § X # est donc définie, continue et dérivable sur
R.

b) On définit u et v comme & la question précédente.
Onav(z)=€e"+e et (r)=e"—e "
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Puisque 27 > 0 et (e* + e )2 > 0 pour tout z € R (car on a vu en a) que e + =% # () pour
tout z € R), la dérivée de f vérifie f'(x) > 0 pour tout x € R.



La fonction f est de dérivée strictement positive sur R ; elle est donc strictement croissante sur
R.

: 1 re P(e*—e"") 1. ml-e"2®
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On sait que lim e¥ = 0. Puisque —2x — —oo quand x — +00, on trouve, par composition
y——00
des limites, que lim e=2* = 0.
r—+00
Donc :

liml—e?=1 e liml4+e®*=1
T——+00 T—+00

On en déduit que lirf flz)=31=1.
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Le calcul de la limite en —oo est similaire : lim f(z) = lim %% = lim T¢ -1
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Comme lim €** =0, on a :

lim ¢* —1=—1 lim e* +1=1
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d) La fonction f est continue (d’apres la question a)) et strictement croissante (d’apres la
question b)). Elle réalise donc une bijection de R =] — 0o; +o0[ vers | lim f(x); 1ir+n flz)[=
J =35l
e) Posons a = —00, b= 400, c=—F et d = 7.
Pour tout = €]c;d[, on pose g(z) = sin(z). La fonction sin est strictement croissante sur
Vintervalle |c; d[=] — 7; [ : sa dérivée, cos, est strictement positive sur cet intervalle.

La fonction f est strictement croissante sur ]a; b[= R, d’apres la question b).
On peut donc appliquer le résultat de la question 1. : h = g o f est strictement croissante sur
la; b[=R.

f) En +oo: lim f(x) = 7. Puisque la fonction sin est continue :
T——+00

lim h(z) = sin(g) =1

r—-+00

En —oo: lim f(x) = —%. Puisque la fonction sin est continue :

r——00

lim h(x) = sin(—g) =-1

r——00

g) La fonction h est continue : h = sinof. La fonction sin est continue et, d’apres la question
a), f aussi. Puisque la composée de deux fonctions continues est continue, h est continue.

De plus, h est strictement croissante sur | — co; +oo[, d’apres la question e).

La fonction h réalise donc une bijection de | — 0o; +00[ sur ]xgmooh(x); xgrilooh(m)[ D’apres les

calculs de limites de la question f), h réalise une bijection de | — oo; +oo[ sur | — 1;1].

h) On commence par montrer qu'’il existe une solution.



L~ Lllear —1<0< 2 < ¥l
Or h : R —]—1; 1] est surjective (puisqu’elle est bijective, d’apres la question g)). Il existe donc

x € R tel que h(x) = ‘/75

On montre ensuite que la solution est unique.

Soit = une solution (c’est-a-dire un réel tel que h(z) = f) Il faut montrer que z est la seule
solution.

Si y est un réel tel que x # y, h(y) # h(x) car h est injective (puisqu’elle est bijective). Donc
h(y) # ‘/75 et y n’est pas solution. Cela démontre bien que z est la seule solution donc que la
solution est unique.

3. a) Une solution particuliere est # = 7. On a donc (en utilisant la derniere propriété des
rappels du TD du 4 octobre) :

(sin(x) = 7) & (sin(z) = s1n(%))
& (z = %[27‘(‘] our=m-— %[271’])
3
& (z= %[QW] oux = Iﬁ[27r])
b) D’apres la question précédente, les solutions de I’équation sin(x) = g sont les réels de la

forme % + 27k, pour k € Z, ou %’T + 27k, pour k € Z. On va chercher quels sont les réels de
cette forme qui appartiennent a | — 7; 7.

Regardons d’abord les solutions de la forme § + 27k, pour k € Z.

Sik =0, ona%é]—g;;—r[

Sik>1,5+2rk> 7427 > 5 donc § +2rk €] — T 5[

Slk<—1 7r—i—27r/£<5—27T<——donc——l—27rk§é]—5,5[

Regardons maintenant les solutlons de la forme 3T '+ 27k, pour k € Z.
Sik>0,3% +2rk >3 > 2 donc 2 + 27k ¢] — 2,5[
Sik < -1, 3”+27rk:§ —27r ——<—— donc 3T + 27k ¢] — Z; 2.

La seul solution qui appartienne a]—Z;Z  est donc z

¢) (h(z) = L) & sin(f(2)) = L.

2’2

| —z.z

D’apres la question 2.d), pour tout z € R, f(z) € Z[. D’apres la question b), la seule

272
possibilité pour qu’on aie sin(f(x)) = \/75 est donc d’avoir f(z) = .

On résoud donc I'équation f(z) = 7 :
7T e’ —e ™ 1
= — ) & — —
=5 e G =)
S (20" —e ) =e"+e ")
& (" =3e7") & (¥ =3)
In3
& @r=m3) & (@ =—=")
L’unique solution de I'équation h(z) = % est donc z = 123



