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TD : Algèbre
Rappel :

Le déterminant d’une matrice M ∈Mn(R) est caractérisé par les trois propriétés suivantes :
- det In = 1
- detM = 0 si deux colonnes de M sont identiques.
- Si k ∈ {1, ..., n}, C1, ..., Cn, Dk sont des matrices colonnes de taille n et λ, µ ∈ R :

det
(
C1|C2|...|λCk + µDk|...|Cn

)
= λ det

(
C1|C2|...|Ck|...|Cn

)
+ µ det

(
C1|C2|...|Dk|...|Cn

)
Il vérifie les propriétés suivantes :
1 - Ajouter à une colonne un vecteur proportionnel à une autre colonne ne change pas la valeur
du déterminant :

∀i 6= j,∀α ∈ R det(C1|...|Cn) = det(C1|...|Ci|...|Cj + αCi|...|Cn)

De même, ajouter à une ligne un vecteur proportionnel à une autre ligne ne change pas la valeur
du déterminant.
2 - Si on note (Mi,j)1≤i,j≤n les coefficients de M ∈Mn(R), alors, pour tout j ≤ n :

detM =
n∑
i=1

Mi,j(−1)i+j detAi,j (Développement selon la colonne j)

où Ai,j est la matrice obtenue en retirant à A la ligne i et la colonne j.
De même, pour tout i ≤ n :

detM =
n∑
j=1

Mi,j(−1)i+j detAi,j (Développement selon la ligne i)

3 - detMT = detM 4 - det(AB) = (detA)(detB)
5 - detM 6= 0 si et seulement si M est inversible. 6 - det ( a bc d ) = ad− bc

7 - Déterminant d’une matrice triangulaire supérieure : det

( λ1 ∗ ... ∗
...

...
...

0 ... λn

)
= λ1...λn

Exercice 1 :

1. Dans cette question, on calcule le déterminant de A =

(
1 0 2 2
0 1 1 1
−1 2 1 −1
1 1 1 0

)
.

a) Montrer que detA = det

(
1 0 0 2
0 1 0 1
−1 2 2 −1
1 1 1 0

)
.
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b) Montrer que detA = 2 det
(

1 0 2
0 1 1
1 1 0

)
− det

(
1 0 2
0 1 1
−1 2 −1

)
. [Indication : développer par rapport à la

troisième colonne.]

c) Calculer det
(

1 0 2
0 1 1
1 1 0

)
.

d) Calculer det
(

1 0 2
0 1 1
−1 2 −1

)
. En déduire la valeur de detA.

2. Soit m ∈ R quelconque. On note :

Am =

(
m 0 1 1
1 1 0 −m

m+1 1 m 0
1 1 0 −1

)
a) Calculer detAm.
b) Indiquer pour quelles valeurs de m la matrice Am est inversible.

Exercice 2 : [Difficile]

Soit n ∈ N∗ fixé. On appelle permutation de {1, ..., n} une application bijective σ : {1, ..., n} →
{1, ..., n}. On note Sn l’ensemble des permutations de {1, ..., n}.
Pour tous i, j ∈ {1, ..., n} tels que i 6= j, on appelle transposition (i, j) la permutation suivante :

τij(k) = k si k 6= i, k 6= j

= j si k = i

= i si k = j

On admet que, pour toute permutation σ, il existe une suite finie (i1, j1), ..., (is, js) telle que :

σ = τis,js ◦ ... ◦ τi1,j1
On appelle signature de σ l’entier ε(σ) = (−1)s ∈ {−1; 1}. On admet qu’il est bien défini
(malgré le fait que la suite des (ik, jk) n’est pas nécessairement unique).

1. On note E1, ..., En les vecteurs de la base canonique deMn,1(R) : E1 =

(
1
0
...
0

)
, E2 =

(
0
1
...
0

)
...

a) Soient r1, ..., rn ∈ {1, ..., n}. Montrer que, si det(Er1|Er2|...|Ern) 6= 0, alors σ : k → rk est une
permutation.
b) Soient C1, ..., Cn ∈Mn,1(R) quelconques. Montrer que, pour tous i, j ∈ {1, ..., n} avec i 6= j,
det(Cτij(1)|Cτij(2)|...|Cτij(n)) = − det(C1|C2|...|Cn).
c) Montrer que, pour toute σ ∈ Sn, det(Eσ(1)|Eσ(2)|...|Eσ(n)) = ε(σ).

2. Soit M ∈Mn(R) une matrice quelconque, dont on note (Mij)1≤i,j≤n les coefficients. On note
C1, ..., Cn les colonnes de M .
a) Montrer par récurrence sur K allant de 0 à n que :

detM =
∑

r1,...,rK∈{1,...,n}

Mr1,1...MrK ,K det(Er1|...|ErK |CK+1|...|Cn)

b) En déduire que :

detM =
∑

r1,...,rn∈{1,...,n}

Mr1,1...Mrn,n det(Er1 |...|Ern)
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c) Montrer que detM =
∑
σ∈Sn

ε(σ)Mσ(1),1...Mσ(n),n.

3. Montrer que detM = detMT .

Exercice 3 :

Soit m ∈ R quelconque. Soit Mm =


−m− 1 m+ 2 −1 −1
−m+ 1 m 0 −1

3 −2 1 −1
2m −2m m m

.

1. a) Calculer detMm en fonction de m.
b) Indiquer pour quelles valeurs de m la matrice Mm est inversible.

2. On appelle fm : R4 → R4 l’application linéaire dont la représentation dans la base canonique
est Mm. Déterminer le rang de fm en fonction de m.

3. Dans cette question, on suppose que m = 0.
a) Donner une base de Im fm.
b) Calculer une base de Ker fm.
c) Im fm et Ker fm sont-ils supplémentaires ?

Exercice 4 :

Soit A = ( a bc d ) une matrice quelconque de M2(R). On définit :

fA : M2(R) → M2(R)
M → AM

1. Montrer que fA est un endomorphisme de M2(R).

2. On note B = (E11, E21, E12, E22) la base canonique de M2(R) :

E11 = ( 1 0
0 0 ) E21 = ( 0 0

1 0 ) E12 = ( 0 1
0 0 ) E22 = ( 0 0

0 1 )

a) Calculer fA(E11), fA(E21), fA(E12), fA(E22) en fonction de a, b, c, d.

b) Calculer MB
B(fA).

3. Calculer det fA et l’exprimer en fonction de detA.
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