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TD : Algebre

Rappel :

Le déterminant d’'une matrice M € M, (R) est caractérisé par les trois propriétés suivantes :
-detl, =1

- det M = 0 si deux colonnes de M sont identiques.

-Sike{l,..,n}, Cy,...,Cy, Dy sont des matrices colonnes de taille n et A\, u € R :

det (cgcgy..ywk + uDk|...|On> — Adet (01102\...ycky...\cn) + pdet (01\021...\Dky...\cn)

Il vérifie les propriétés suivantes :
1 - Ajouter a une colonne un vecteur proportionnel a une autre colonne ne change pas la valeur
du déterminant :

Vit jVaeR  det(Cyl...|C) = det(Ch]..|Cyl...|Cj + aCyl...|Cr)

De méme, ajouter a une ligne un vecteur proportionnel a une autre ligne ne change pas la valeur
du déterminant.
2 - Si on note (M; ;)1<ij<n les coefficients de M € M,,(R), alors, pour tout j <n :

det M = ZMiJ(_l)iﬂ det A, ; (Développement selon la colonne j)
i=1

ou A;; est la matrice obtenue en retirant a A la ligne 7 et la colonne j.
De méme, pour tout : < n :

det M = ZMiJ(—l)”j det A; ; (Développement selon la ligne )
j=1
3 - det MT = det M 4 - det(AB) = (det A)(det B)
5 - det M # 0 si et seulement si M est inversible. 6 - det (2%) = ad — be
A1 * *
7 - Déterminant d’une matrice triangulaire supérieure : det ( S ) =M. A\
0 .

Exercice 1 :
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1. Dans cette question, on calcule le déterminant de A = <

100 2
a) Montrer que det A = det (01%811)
1110



b) Montrer que det A = 2det ((i) ? ;) —det ( ,(1)1 g i ) [Indication : développer par rapport a la

troisieéme colonne.]

c) Calculer det ((1) )

d) Calculer det ( _(1)1 ! _%1 ) En déduire la valeur de det A.
2. Soit m € R quelconque. On note :

RTE
Am: (m+11m (;n)
1 10 -1
a) Calculer det A,,.

b) Indiquer pour quelles valeurs de m la matrice A,, est inversible.
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Exercice 2 : [Difficile]

Soit n € N* fixé. On appelle permutation de {1, ...,n} une application bijective o : {1,...,n} —
{1,...,n}. On note &,, 'ensemble des permutations de {1,...,n}.
Pour tous i, 7 € {1, ...,n} tels que i # j, on appelle transposition (7, j) la permutation suivante :

rg(k) =k si kA0 k A j
=gsik=1
=i1sik=y
On admet que, pour toute permutation o, il existe une suite finie (iy, j1), ..., (is, js) telle que :
g = Tis,js O0...0 Til,jl

On appelle signature de o l'entier €(0) = (—1)° € {—1;1}. On admet qu’il est bien défini
(malgré le fait que la suite des (i, jx) n’est pas nécessairement unique).
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1. On note Ej, ..., B, les vecteurs de la base canonique de M,,;1(R) : £y = (O> , By = (1>
a) Soient 7y, ...,7, € {1,...,n}. Montrer que, si det(E,,|Ey,]|...|E,,) # 0, alors?y tk— g esot une
permutation.

b) Soient C4, ..., C,, € M, 1(R) quelconques. Montrer que, pour tous 4, j € {1,...,n} avec i # j,
det(Cﬂ.j(l)’CTU(Q)’...|CTU(”)) = —det(CﬂCﬂ...]Cn).

c¢) Montrer que, pour toute o € &, det(Ey1)|Eo(2)|..-|Esmn)) = €(0).

2. Soit M € M,,(R) une matrice quelconque, dont on note (M;;)1<; j<n les coefficients. On note
C,...,C,, les colonnes de M.

a) Montrer par récurrence sur K allant de 0 a n que :
det M= Y M,y.. M, xdet(E,|. |E.|Cxil..|Cp)
71T €{1,...,n}
b) En déduire que :
det M= > M. M,,,det(E,|.|E,)
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c) Montrer que det M = Y~ €(0) Moy 1-.-Mo(n)n-

ceS,

3. Montrer que det M = det M”.

Exercice 3 :
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Soit m € R quelconque. Soit M,, =

1. a) Calculer det M, en fonction de m.
b) Indiquer pour quelles valeurs de m la matrice M,, est inversible.

2. On appelle f,, : R* — R* I'application linéaire dont la représentation dans la base canonique
est M,,. Déterminer le rang de f,, en fonction de m.

3. Dans cette question, on suppose que m = 0.
a) Donner une base de Im f,,,.
b) Calculer une base de Ker f,,.

c¢) Im f,,, et Ker f,, sont-ils supplémentaires ?

Exercice 4 :
Soit A = (¢ %) une matrice quelconque de Ms(R). On définit :

fAZ MQ(R) — MQ(R)
M —  AM

1. Montrer que f4 est un endomorphisme de Ms(R).
2. On note B = (E11, Ea1, F12, Fas) la base canonique de M3(R) :

Ey=(§0) Ea=(98) Fur=(05) Fxr=(5?)

a) Calculer f4(E11), fa(Es1), fa(E12), fa(Es) en fonction de a, b, ¢, d.
b) Calculer ME(fa4).

3. Calculer det f4 et 'exprimer en fonction de det A.



