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Exercice 1 :

1. a) Soustraire la quatrième colonne à la troisième ne change pas la valeur du déterminant
(propriété 1).

b) On développe par rapport à la troisième colonne (j = 3 dans la propriété 2) :

detA = det

(
1 0 0 2
0 1 0 1
−1 2 2 −1
1 1 1 0

)
= (−1)1+3.0. det

(
0 1 1
−1 2 −1
1 1 0

)
+ (−1)2+3.0. det

(
1 0 2
−1 2 −1
1 1 0

)
+ (−1)3+3.2. det

(
1 0 2
0 1 1
1 1 0

)
+ (−1)4+3.1. det

(
1 0 2
0 1 1
−1 2 −1

)
= 2 det

(
1 0 2
0 1 1
1 1 0

)
− det

(
1 0 2
0 1 1
−1 2 −1

)
c) On développe par rapport à la première ligne :

det
(

1 0 2
0 1 1
1 1 0

)
= (−1)1+1.1. det ( 1 1

1 0 ) + (−1)1+2.0. det ( 0 1
1 0 ) + (−1)1+3.2. det ( 0 1

1 1 )

= det ( 1 1
1 0 ) + 2 det ( 0 1

1 1 )

D’après la propriété 6, det ( 1 1
1 0 ) = 1.0− 1.1 = −1 et det ( 0 1

1 1 ) = 0.1− 1.1 = −1.

Donc det
(

1 0 2
0 1 1
1 1 0

)
= −3.

d) On développe par rapport à la première ligne et on procède comme à la question précédente :

det
(

1 0 2
0 1 1
−1 2 −1

)
= 1. det ( 1 1

2 −1 ) + 2. det ( 0 1
−1 2 )

= −3 + 2.1 = −1

On insère ce résultat et celui de la question 1.c) dans l’égalité de la question 1.b) et on obtient
detA = −5.

2. a) On commence par soustraire la deuxième colonne à la première :

detAm = det

(
m 0 1 1
0 1 0 −m
m 1 m 0
0 1 0 −1

)
Puisque la première colonne de la matrice obtenue vaut

(m
0
m
0

)
= m

(
1
0
1
0

)
, on a, par linéarité par

rapport à la première colonne :

det

(
m 0 1 1
0 1 0 −m
m 1 m 0
0 1 0 −1

)
= m det

(
1 0 1 1
0 1 0 −m
1 1 m 0
0 1 0 −1

)
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On développe par rapport à la première colonne :

det

(
1 0 1 1
0 1 0 −m
1 1 m 0
0 1 0 −1

)
= det

(
1 0 −m
1 m 0
1 0 −1

)
+ det

(
0 1 1
1 0 −m
1 0 −1

)
Pour calculer det

(
1 0 −m
1 m 0
1 0 −1

)
, on développe par rapport à la troisième ligne :

det
(

1 0 −m
1 m 0
1 0 −1

)
= det ( 0 −m

m 0 )− det ( 1 0
1 m ) = m2 −m

De même :
det
(

0 1 1
1 0 −m
1 0 −1

)
= det ( 1 1

0 −m )− det ( 0 1
1 0 ) = −m+ 1

Donc det

(
1 0 1 1
0 1 0 −m
1 1 m 0
0 1 0 −1

)
= m2− 2m+ 1 = (m− 1)2 et detAm = m det

(
1 0 1 1
0 1 0 −m
1 1 m 0
0 1 0 −1

)
= m(m− 1)2.

b) Am est inversible si et seulement si m(m− 1)2 detAm 6= 0, c’est-à-dire si et seulement si m
ne vaut ni 0 ni 1.

Exercice 2 :

1. a) Si det(Er1|...|Ern) 6= 0, les rk sont tous différents (sinon, la matrice aurait deux colonnes
identiques et le déterminant serait nul). Comme il y en a n, ils doivent prendre toutes les valeurs
de 1 à n.
Donc σ : k → rk est injective et surjective. Elle est bijective. C’est une permutation.

b) (Cτij(1)|...|Cτij(n)) est la même matrice que (C1|...|Cn) après échange des colonnes Ci et Cj.

c) D’après la question b), si λ est une permutation et i, j ∈ {1, ..., n} tels que i 6= j, alors
det(Eτi,j◦λ(1)|...|Eτi,j◦λ(n)) = − det(Eλ(1)|...|Eλ(n)).
Donc en procédant par récurrence sur s, si σ = τis,js ◦ ... ◦ τi1,j1(◦Id) :

det(Eσ(1)|...|Eσ(n)) = (−1)× ...× (−1) det(E1|...|En) = (−1)s det In = ε(σ)

2. a) Pour K = 0, l’égalité est juste detM = det(C1|...|Cn).
Si c’est vrai pour K < n, pour K + 1 :

detM =
∑

r1,...,rK∈{1,...,n}

Mr1,1...MrK ,K det(Er1|...|ErK |CK+1|...|Cn)

=
∑

r1,...,rK∈{1,...,n}

Mr1,1...MrK ,K det(Er1|...|ErK |M1,K+1E1 + ...+Mn,K+1En|CK+2|...|Cn)

=
∑

r1,...,rK∈{1,...,n}

Mr1,1...MrK ,K

 n∑
rK+1=1

MrK+1,K+1 det(Er1|...|ErK |ErK+1
|CK+2|...|Cn)


=

∑
r1,...,rK ,rK+1∈{1,...,n}

Mr1,1...MrK ,KMrK+1,K+1 det(Er1|...|ErK |ErK+1
|CK+2|...|Cn)
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b) C’est l’égalité de la question précédente pour K = n.
c) D’après la question 1.a), puisqu’on peut ne garder dans la somme que les r1, ..., rn tels que
det(Er1 |...|Ern) 6= 0 :

detM =
∑

r1,...,rn∈{1,...,n}
tq (k→rk)∈Sn

Mr1,1...Mrn,n det(Er1,1|...|Ern,n)

=
∑
σ∈Sn

Mσ(1),1...Mσ(n),n det(Eσ(1),1|...|Eσ(n),n)

En utilisant 1.c), on trouve le résultat demandé.

3. Pour toute permutation σ :

Mσ(1),1...Mσ(n),n =
∏

i,j tq i=σ(j)

Mi,j

=
∏

i,j tq j=σ−1(i)

Mi,j

= M1,σ−1(1)...Mn,σ−1(n)

Donc :

detM =
∑
σ∈Sn

ε(σ)M1,σ−1(1)...Mn,σ−1(n)

=
∑
σ∈Sn

ε((σ−1)−1)M1,σ−1(1)...Mn,σ−1(n)

=
∑
σ′∈Sn

ε((σ′)−1)M1,σ′(1)...Mn,σ′(n)

=
∑
σ′∈Sn

ε((σ′)−1)MT
σ′(1),1...M

T
σ′(n),n

=
∑
σ′∈Sn

ε(σ′)MT
σ′(1),1...M

T
σ′(n),n

= detMT

Pour l’avant-dernière égalité, on a utilisé le fait que ε(σ′) = ε((σ′)−1) : si σ′ = τis,js ◦ ... ◦ τi1,j1 ,
(σ′)−1 = τ−1

i1,j1
◦ ... ◦ τ−1

is,js
= τi1,j1 ◦ ... ◦ τis,js donc le nombre de transpositions est le même pour

σ′ et (σ′)−1, ce qui implique que les signatures sont identiques.
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