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TD : Algebre

Corrigé
Exercice 1 :

1. a) Soustraire la quatrieme colonne a la troisieme ne change pas la valeur du déterminant
(propriété 1).

b) On développe par rapport a la troisieme colonne (j = 3 dans la propriété 2) :

XE
detA:det(_122_1>
1110

= (=1)!.0.det (213 21) + (~1)*%.0.det (13 21)
110 110
102 10 2
+ ( 1)3+3.2.det<(1)%(1)>+( H*31 det<£)1%jl>
:2det<5(1)%>—det<(1)(1)%>
110 -12 -1

¢) On développe par rapport a la premiere ligne :

=l Vo)

det ((ﬁ ) = (=)L det (11) + (=1)2.0.det (91) + (=1)'+3.2. det (0 1)
=det ({¢)+2det(91)
D’apres la propriété 6, det (1§) =1.0—1.1=—-1etdet(91)=01-1.1=—1.
Donc det ((1) ? %) = 3.
110
d) On développe par rapport a la premiere ligne et on procede comme a la question précédente :
det (_%1 ! _i) — 1.det (} ) +2.det (% 3)
=-3+21=-1

On insere ce résultat et celui de la question 1.c) dans 'égalité de la question 1.b) et on obtient
det A = —5.

2. a) On commence par soustraire la deuxieme colonne a la premiere :

det A,,, = det (

o3 o3

m 1
Puisque la premiere colonne de la matrice obtenue vaut (,%) =m (?) , on a, par linéarité par
0 0

rapport a la premiere colonne :

il
det | ,, ]
01



On développe par rapport a la premiere colonne :

101 1 B
det (V10 :det<i79~b 0m>+det<(1)(1)—lm)
g1 10 —1 10 —1
10—
Pour calculer det (% m _()T), on développe par rapport a la troisieme ligne :

—m

det(i% 1)—det( 7y —det (1 2)=m*—m

De méme :

det(?é _lrln> =det(§_t,)—det(9})=-m+1
101 1 101 1
Donc det(?%%é”) =m?—2m+1=(m—1)?et detAm:mdet(?%,%g”) =m(m—1)%
010 -1 1im o

b) A,, est inversible si et seulement si m(m — 1)?det A,, # 0, c’est-a-dire si et seulement si m
ne vaut ni 0 ni 1.

Exercice 2 :

1. a) Si det(E,,|...|Ey,) # 0, les ry sont tous différents (sinon, la matrice aurait deux colonnes
identiques et le déterminant serait nul). Comme il y en a n, ils doivent prendre toutes les valeurs
de 1 a n.

Donc o : k — 1, est injective et surjective. Elle est bijective. C’est une permutation.

b) (Cr,w)l--|Cr,m)) est la méme matrice que (C1]...|C,) apres échange des colonnes Cj et Cj.

c¢) D’apres la question b), si A est une permutation et 7,5 € {1,...,n} tels que ¢ |, alors
) D’ap q P ,J s q 7,

det( 7i,;0A(1 ’ | 3,50A(n) ) = - det<E)\(1 | ‘E)\(n )
Donc en procedant par récurrence sur s, si 0 = 7;, j, © ... o7, j (old) :

det(EU(1)|...|EU(n)) = (—1) X ..o X (—1) det(E1|...|En) = (—1)8 det ]n = 6(0‘)

2. a) Pour K = 0, I'égalité est juste det M = det(C]|...|C,).
Si c’est vrai pour K < n, pour K + 1 :

det M= Y M,y..M, xdet(E,|..|E.|Cksl..|Cp)
7”1,---71”[(6{1,---771}
= > My Moy i det(Br | By [ My By + oo+ M1 | Cicral.|C)

= S Myao My | D My ki det(By || B | Ery,, [Craal | Cr)

ri,...,rg €{1,...,n} rr4+1=1

= Z MTLI'“MTK KMTK+1 K+1 det( | ‘ET‘K’ETK+1‘CK+2‘ | )

Tl P KGTE+1€{ 1,00 n}



b) C’est 1'égalité de la question précédente pour K = n.
c) D’apres la question 1.a), puisqu’on peut ne garder dans la somme que les 7, ..., 7, tels que
det(E,,|...|E;,) #0 :

det M= > M. M, ,det(E, |..|E,, )

r1’~")Tne{17~")n}
tq (k—7rE)EG R

= Z Mg(l)’l...Mg(n)m det(EU(l)’l | |Eg(n)7n)

ceS,

En utilisant 1.c), on trouve le résultat demandé.

3. Pour toute permutation o :

Ma(l),l---MU(n),n = H Miaj
ij 4 i=o(j)
= H M;;
ij ¥q j=o=1(i)
— Ml,afl(l)-'-MnJ*l(n)

Donc :

det M = Z E(U)Mlpfl(l)...angfl(n)
oe6,

= Z 6((0_1)_1)M17071(1)...Mn’(,fl(n)

ceG,

= Z 6((0'/)_1)M1,0/(1)...Mn,ar(n)
o'e6S,

= Z 6((0,)_1)M§(1),1"'Mg(n),n
o'eS,

= Z 5(0,)M§(1),1~-M§(n),n
o'e6G,

= det MT

9 LN ’ . 7 a1 7 . Vi o / _1 . . / .
Pour I’avant-derniere égalité, on a utilisé le fait que e(0’) = €((0’)™') :si o’ =7, ;, 0 ... 0 Ty, jy»s
(o)1 = Tz‘zljl 0..0 T;E-s = Ti,.j1 © ... 0T;, j, donc le nombre de transpositions est le méme pour
o' et (o/)71, ce qui implique que les signatures sont identiques.



