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TD : Algebre

Corrigé

Exercice 3 :

1. a) On commence par ajouter la deuxiéme colonne a la premiere :

1 m+2 -1 -1
1 m 0 -1
1 =2 1 -1
0 —2m m m

det M,,, = det

On ajoute la premiere a la quatrieme :

1 m+2 -1 0
1 m 0O O
det M,,, = det . 9 1 0
0 —2m m m

On développe par rapport a la quatrieme colonne :

I m+2 -1 1 m+2 -1
det M,, = m(—1)*det [1 m 0 | =mdet|1 m 0
1 =2 1 1 =2 1

On ajoute la premiere ligne a la troisieme :

1 m+2 -1 2 m 0
det |1 m 0O | =det|1 m O
1 =2 1 1 -2 1
On développe par rapport a la troisieme colonne :
1 m+2 -1 9 m 9 m
det |1 m 0 | =1.(=1)%det = det =2m—m=m
1 9 1 1 m 1 m

Donc det M,, = m?.
b) M, est inversible si et seulement si det M,, # 0, soit m? # 0, soit m # 0.

2. Sim # 0, d’apres la question 1.b), M, est inversible, c’est-a-dire que f,, est aussi inversible
donc Im f,, = R* tout entier et rang f,, = 4.



Il faut traiter séparément le cas m = 0. Dans ce cas :

1 2 -1 -1
1 0 0 -1
Mn=13 o 1 4
0 0 0 0

Cherchons une base de Im f,,. Chaque colonne de M,, représente I'image d’un des vecteurs de
la base canonique. On peut en déduire I'image de chaque élément de la base canonique :

fm((1,0,0,0))
fm((ov 0,1, 0)) =

Puisque 'image par f,, d'une famille génératrice de R* est une famille génératrice de Im f,,, :

=(-1,1,3,0) fm((0,1,0,0)) = (2,0,—2,0)
(—=1,0,1,0) fm((0,0,0,1)) = (-1,—-1,-1,0)

Im f,, = Vect {(—1,1,3,0),(2,0,-2,0),(-1,0,1,0), (-1,-1,—1,0)}
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Posons A = <_21 o 2 8) et appliquons a cette matrice 1’algorithme de Gauss.
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Puisqu’appliquer aux lignes des opérations élémentaires ne change pas ’espace vectoriel en-

gendré par ces lignes :

oMW

1
1
0
0

Im f,, = Vect {(—1,1,3,0),(0,1,2,0)}

De plus, la famille {(—1, 1, 3,0), (0, 1,2,0)} est libre : si A\;(—1,1,3,0)+X2(0,1,2,0) = (0,0,0,0),
alors (—A1, A1 + A2, 3\ +2X9,0) = (0,0,0,0), ce qui implique A\; = Ay = 0.

C’est une famille libre et génératrice de Im f,,,. C’est donc une base. Donc Im f,,, est de dimension
2 : elle a une base a 2 éléments. Donc rang f,, = 2.

3. a) On en a calculé une a la question 2. : {(—1,1,3,0),(0,1,2,0)}.

b) On a trouvé en 2., pour m =0 :

fm((1,0,0,0)) = (—1,1,3,0) fm((0,1,0,0)) = (2,0,—2,0)
fm((0,0,1,0)) = (—-1,0,1,0) fm((0,0,0,1)) = (—-1,—-1,-1,0)



Donc f,((w,z,y,2)) = w(—1,1,3,0)+2(2,0,—-2,0)+y(—1,0,1,0) + 2(—1,—1,—-1,0) = (—w+
2r —y — z,w — z,3w — 2z + y — 2,0). Le noyau est 'ensemble des (w, z,y, z) satisfaisant :

—w+2r—-y—2=0
w—2z=0
Jw—2x+y—2=0

—1 2 —1-10
Résolvons ce systeme. La matrice augmentée est < 1001 8). Appliquons-lui I'algorithme

de Gauss.
-1 2 —-1-10
LQ%LQ—FLl,(O 2—1—20)
3 -2 1 —10
—12-1-10
L3<—L3+3L1,<0271720>
R
L3<—L3—2L2,(02—1—20>
-12 -1 -10
L2<—L2/2,<0 1-1/2 -1 o>
00 0 00
1-2 1 10
L1<——L1,<0 1 —1/2 -1 o>
00 00
0 -10
L1<—L1+2L2,( —1/2-10)
0

00
Les solutions sont donc les (z,y/2 + z,y, 2) :
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Ker f,, = {y(0,1/2,1,0) + 2(1,1,0,1) tq y, 2 € R} = Vect {(0,1/2,1,0), (1,1,0,1)}

La famille {(0,1/2,1,0), (1,1,0,1)} est libre : si A1 (0,1/2,1,0)+X2(1,1,0,1) = 0, alors (0,0,0,0) =
(A2, A1/24 Aa, A, Ag) done Ay = Ay = 0. Puisqu’elle est libre et génératrice de Ker f,,, ¢’est une
base de Ker f,,.

c¢) Im f,,, et Ker f,,, sont supplémentaires si et seulement si en concaténant les bases trouvées au

question 3.a) et 3.b), on obtient une base de R*. Tl faut donc savoir si {(—1, 1, 3,0), (0, 1,2,0), (0,1/2,1,0), (1
est une base de R*.

Puisque c’est une famille & 4 éléments et dim R* = 4, il suffit de déterminer si elle est libre.

On pourrait faire le calcul par la méthode générale mais, ici, on voit facilement que 0.(—1, 1, 3,0)+
1.(0,1,2,0) + (—2).(0,1/2,1,0) + 0.(1,1,0,1) = (0,0,0,0). La famille n’est donc pas libre. Ce

n’est pas une base. Im f,,, et Ker f,, ne sont pas supplémentaires.

Exercice 4 :

1. 1l faut montrer que c’est une application linéaire (un endomorphisme de My(R) est, par
définition, une application linéaire de Ms(R) dans My(R)).
Soient A\, € R, My, My € My(R). Alors :

Ja(AM, + M) = A(AMy + pMy)
= ANAM; + pAM,
= Ma(My) + pfa(Mo)



fa(Ea) = (50)
fa(Ew) =(5¢)
fa(Ea) = (§5)

b) D’apres la question a), fa(Ey1) = (89)+(83) =a(§9)+c(V9) = aE11+cEy+0.E19+0.Fgs.
De méme, fa(Es) = bE1 + dEy;.

fa(Er2) = aErg + cEy

fa(Ea) = bEs + dEy

5 ab00
Done ME(f.) = (5322)-
00bd
T

3. On développe par rapport a la premiere colonne :

det f4 = adet <6l2(c)> — cdet (8 o g)
0bd 0bd
On développe les déterminants des matrices plus petites par rapport a la premiere colonne :
det (§23) —ddet(2S)=ddetA  det (éi;) = bdet (95) = bdet A

Donc :
det fa = addet A — bedet A = (ad — be) det A = (det A)?



