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TD : Algebre

Exercice 1 :

Déterminer si les familles suivantes sont libres ou liées.

2 9 2
1. Dans R* : 21 = (%) o (}1) Ty = <_53)
1 2 -

s (1 /1 (6
2. Dans R° : 1 = <411> , Ly = ( 11),1‘3— (%)
1 3 -1 1
3. Dans R* : 7, = (_02) = (_15> , T3 = < 2 ) = (2)
1 3 1 5

Exercice 2 :

Déterminer si les familles suivantes sont génératrices dans R3.

1 —1 -1
o= (4= ()= (5)
I = _1 , Lo = 3 , L3 = 3

Exercice 3 :

Parmi les applications suivantes, indiquer, en justifiant la réponse, lesquelles sont linéaires.

f1 . R3 — ]R2
(x1,22,23) — (21 + 22,209 — x3)

fa: R? — R
($1,$2) — 1 — 22— 1

fs: FR,R) — R

g — 9(2)
fa: M,(C) — M,(C)
A — AB

(Dans la définition de f;, n € N* est un entier fixé, quelconque, et B est une matrice fixée,
quelconque, de M,,(C).)

Exercice 4 :

1. Soit f : R® — R3 une application linéaire telle que f((1,0,0)) = (1,0,0), f((0,1,0)) = (0,1,0)
et £((0,0,1)) = (0,1,0).

a) Soient (z,y, z) € R* quelconque. Que vaut f((z,y,z2))?

b) Déterminer le noyau de f.



c) Déterminer 'image de f.
2. Soit n > 2. On définit une application f : M, (R) — M,_1(R) de la maniere suivante : si
M est une matrice carrée de taille n, f(M) est la matrice de taille n — 1 formée par le carré de
taille n — 1 en haut a gauche de M.
My ... Min
M = ( Do )

Si on note :
Mll Ml,n—l
f(M) = Do
Mn—l,l Mn—l,n—l

a) Montrer que f est une application linéaire.
b) Déterminer le noyau de f.
c¢) Déterminer 'image de f.

on a alors :

Exercice 5 :

Soient E, F, G deux C-espaces vectoriels. Soient f : E — F et g : F' — G deux applications
linéaires.
1. On note ¢’ la restriction de g a Im f, c’est-a-dire 'application suivante :

/

g: Imf — G
z = g(z)

a) Montrer que Im ¢’ = Im (g o f).

b) En déduire que g o f est surjective si et seulement si ¢’ l'est.

2. a) Montrer que Ker (go f) = {r € F tq f(z) € Kerg'}.

b) Montrer que, si ¢’ et f sont injectives, alors g o f l'est aussi.

c) Montrer que si f n’est pas injective ou ¢’ n’est pas injective, alors g o f n’est pas non plus
injective.

Exercice 6 :
Soit £/ un K-espace vectoriel.

1. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E, tels que £ = F & G. Onnotep: £ — E
la projection sur F' parallelement a G.
Montrer que, pour tout x € F, (pop)(z) = p(z).

2. Soit p : E — FE une application linéaire telle que, pour tout z € E, (pop)(z) = p(z). On
note F'=Imp et G = Kerp.

a) Montrer que si z € F, alors = p(x).

b) Montrer que, pour tout x € E, z — p(z) € G. En déduire que G + F = E. [Indication :
utiliser le fait que, pour tout z, x = p(x) + (z — p(x)).]

c) Montrer que G & F = E.

d) Montrer que p est la projection sur F' parallelement a G.



3. [Difficile] Si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de E tels que E = F @ G, on appelle
symétrie par rapport a F' parallelement a G 'application s suivante : pour tout x € FE, si
r=y+zavecy € Fetze(G,alors s(z) =y — z.

a) Montrer que, si s est une symétrie, s o s = Id.

b) Montrer que si s : E — E est une application linéaire telle que s o s = Id, alors il existe F’
et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E tels que s est la symétrie par rapport
a I parallelement a G. [Indication : poser F' = Ker (s — Id) et G = Ker (s + 1d).]

Exercice 7 :

1. Soit RN I’ensemble des suites réelles.
On définit les applications f et g suivantes :

f: RN — RN g: RN — RN
(un)neN - (unJrl)nEN (un>n€N - (07u07u17u27 )

a) Montrer que f et g sont des applications linéaires.

b) Calculer foget go f.

c) Existe-t-il o : RN — RN telle que ho f =1d?

2. [Plus difficile] Soient E, F' deux R-espaces vectoriels. Soit f : ' — F linéaire. On suppose

que Im f admet un supplémentaire dans F'. Montrer que f est injective si et seulement si il
existe h : I' — F linéaire telle que ho f = Idg.



