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TD : Algebre

Corrigé

Exercice 1 :

1. La famille est liée §’il existe A1, Ao, A3 € R tels que Az + Aaxg + A3x3 = 0 et (A1, Ao, A3) #
(0,0,0). On veut donc déterminer quels sont les réels Aj, A2, A3 € R tels que :

)\1131 + )\QLCQ + )\33}3 =0

2 2 2
1 2 -1

20 +2X+2)3 =0
)\14’/\24‘5)\3 =0
)\1+4/\2—3)\3 :0
AM+20 -3 =0

. 0
Résolvons donc ce systeme. Sa matrice augmentée associée est A = < 3 8) . Appliquons-lui
10

I’algorithme de Gauss.
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Toutes les variables sont essentielles : chacune des trois premieres colonnes de la matrice
échelonnée réduite obtenue contient un pivot. Il y a donc une unique solution.
Puisque (A1, A2, A3) = 0, c’est 'unique solution. La famille n’est donc pas liée : elle est libre.

2. On veut savoir s’il existe A1, A2, A3 € R non tous les trois nuls tels que :

A1+ Aoxo + A3x3 =0
—)\1 - )\2 + 6)\3 - 0
=4 A — Ay +4XN3 =0
—4)\1 -+ )\2 -+ 2)\3 - O

. , . - —1-160 .
La matrice augmentée associée est A = ( 1, 4 8). Trouvons par l'algorithme de Gauss sa

matrice échelonné? re;délige associée.
L2<—L1+L2,< 0432100)

I I aL (& £ 870
3¢ L3 — 1,(8 512_1182680)
Ly« L+ 5/1261’ gog oy 8)
L1<——L1,<0—2 10 0>
9126
L2<——L2/2,<01750)
17 %0y
L Lol (§1508)
L2<_L2+5L3’(86 0 8)
1100
L1<—L1+6L3,<8(1)(1)8>
1000
I I = L, (14F)

Toutes les variables sont essentielles. La solution est donc unique, c’est (Aq, Aa, A3) = (0,0,0).
La famille est donc libre.

On veut savoir s’il existe Aj, Ag, A3, A4 € R non tous les quatre nuls tels que :

A1$1'+'A2$2'+'A31§‘+'A4$4 =0
)\1+3)\2—)\3+)\4 =0
—2)\1 —5)\2+2)\3 :0

Ao+ A3 +4N =0

AM+3N+A34+5N =0

R 13 -110
La matrice augmentée associée est A = (‘02 220 8). Appliquons-lui Ialgorithme de Gauss.
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00 0 0O
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Ly —Li+Ls, { go120
00000
100-30
Ly Ly =3La {901 5 6
000 O

La variable A4 est libre. Il y a donc une infinité de solutions. En particulier, il y a d’autres
solutions que (A1, A2, Az, Ay) = (0,0,0,0). La famille est donc liée.

n

Exercice 2 :
1. La famille est génératrice si et seulement si, pour tout <§> € R3, il existe A1, A2, A3 tels que
AT+ AoTa + A3x3 = (lé)
On cherche donc a déterminer si le systeme suivant a une solution pour tous a, b, ¢ :
)\1 — )\2 — )\3 =a

3M =X+ =0
2/\1—4)\2—6/\3 =C

~ —1—-1la
La matrice augmentée associée a ce systeme est A = (g -1 ) . Réduisons-la par 'algorithme
— (&

de Gauss.
L2 — L2 — 3L1, (

Ls <—L3—2L17(
Ly < L3+ Lo, (é
o1

—1 a
Ly — Ly/2, <0 12 (- 3a)/2>
0 0 ctb—ba

101 b/2—a/2
Ly« L1+ Lo, | 012 (b-3a)/2

000 ct+b—5a
La derniere ligne de ce systeme est (000 c+b—5a). Si ¢+ b — ba # 0, le systeme n’a donc pas de
solution. Or il est possible que ¢+ b — 5a # 0 : pour certains (E) € R3, le systéme n’a pas de

solution. La famille n’est donc pas génératrice.

2. 1l faut déterminer si, pour tout <§> € R3, le systéme suivant a une solution :

A1 + Aoy + Agw3 = (E)

>\1+3)\2:CL
<~ —>\1+4)\2+2)\3:b
—/\1+3)\2+2/\3:C
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La matrice augmentée est A = <— l Z) Appliquons-lui I'algorithme de Gauss.
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L1 — Ll — SLQ, 8 (1) b—c

7c/2+a/2—3b
Cette matrice n’a jamais de ligne de la forme (0003). Il y a donc toujours une solution : la
famille est génératrice.

Exercice 3 :

1. fi est linéaire. Pour le démontrer, il suffit de montrer qu’elle respecte les combinaisons
lindaires, c’est-a-dire que si & = (21,72, x3) et ' = (2], 2}, 25) sont des éléments de R? et \, N
sont des réels quelconques, alors fi(Ax + Na') = A fi(z) + N fi(2').

En effet :

[z + N2') = fi((Axy + N, Aeg + Nah, Az + Nah))
= Ay + N, + Aoy + Nah, 2(Azy + Nay) — Axg — Nay)
= (M(x1 + z2) + N (2] + 25), A\(222 — x3) + N (22}, — 7))
= M@ + Tg, 209 — x3) + N (2] + 24, 225, — o)
= Ni(x) + N fi()
2. fy n’est pas linéaire. En effet, si fy était linéaire, on aurait, par exemple, —1 = f5((0,0)) =
f2((0,0) +(0,0)) = f2((0,0)) + £2((0,0)) = —=2.
3. f3 est linéaire. En effet, fs(Ag+ Ng') = (Ag+N¢')(2) = Ag(2) + N¢'(2) = A fs(g) + N f5(9').
4. fy est linéaire. En effet, fy(AMA+NA") = ANA+NA)B = XAB+NA'B = Mfy(A)+ N fu(A).

Exercice 4 :
1. a) Puisque (z,y,2) = 2(1,0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0,1) et f est linéaire :

f((z,y,2))

F((1,0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0,1))
zf((1,0,0)) +yf((0,1,0)) + 2f((0,0,1))
2(1,0,0) + (0,1,0) + 2(0,1,0)

(x’ y + Z? 0)



(r,y,2) € Ker f
<~ f((xv Y, Z)) - OR3
& (z,y+2,0)=(0,0,0)
Sr=0y+2z=00=0
Sr=0y=—2
Le noyau de f est donc constitué des éléments de la forme (0, z, —z) : Ker f = {(0, z, —2) tq z €
R}.
c) L’image de f est ’ensemble des f((z,v, z)), pour tous les (z,y, z) € R3. Il s’agit donc de tous

les éléments qui peuvent s’écrire sous la forme (z,y + z,0). Il s’agit exactement de ’ensemble
des éléments de R? dont la derniére coordonnée est nulle :

Im f = {(a,b,0) tq a,b € R}

En effet, tout f((x,y,2)) = (z,y + 2,0) est bien de la forme (a,b,0), pour a = z, b = y + z.
Réciproquement, quels que soient a,b des réels, (a,b,0) = f((a,b,0)) donc (a,b,0) € Im f.
2. a) Soient A\, X' des réels et M, M’ des éléments de M,,(R). On note :

Mi1 ... M, M{l M{n
M = ( T ) M = o
Mnl Mnn ]\4,,’11 M'rlzn

AMi1+N My, ... >\M1n+>\’M{n>

On a alors :

AM + XM = : .
AMp 4N M, . AMpn+X M),

AMu+NM{y o AMya MM,
JOM + NM') = ( | ' )

AMn—l,HLXM,/L_l,l )\Mnfl,nfl"':A/M;L—l,n—l
M11 Mlynfl M{l M{,nfl
:)\< Do ; )—i—)\’( A : )
Mp 11 . Mp_in M,y e ML
= A (M)+ XN f(M')

b) M est dans le noyau de f si et seulement si f(M) = 0, c’est-a-dire si :

My ... Min-
Do : =0
Mn—l,l Mn—l,'n—l

0 0 Mln
Cela revient a dire que la matrice est de la forme ( CoTel )
0 .. 0
Mnl Mnn



C) Im f = Mn—l(R)

En effet, on sait que Im f C M,,_1(R), puisque M,,_1(R) est 'ensemble d’arrivée de la fonction
f.

Il reste donc a montrer que M,,_1(R) C Im f. Soit donc S € M,,_1(R) quelconque. Montrons
que, nécessairement, S € M,,_1(R). On note (5;;)1<i j<n—1 les coefficients de S. Posons :

S11 .. Sim-1 O
M =

Sn;l,l Sn—l',n—l '
0 0

Alors f(M) = S. Donc S € Im f.

Exercice 5 :

l.a) Img C Im(go f) :siy € Img¢/, il existe z € Im f tel que y = ¢'(x) = g(x). Puisque
x € Imf, il existe z € F tel que z = f(z). Alors y = g(x) = g(f(2)) = (g o f)(z). Donc
y€lm(gof).

Im(gof) Clmg' :siyeIm(go f),il existe x € E tel que y = (go f)(z) = g(f(z)). Puisque
f(x) € m [, g(f(x)) = ¢'(f(x)) donc y € Img"

b) g o f est surjective si et seulement si Im (g o f) = G. Puisque Im (g o f) = Img’, c’est
équivalent au fait que Im ¢’ = G et donc au fait que ¢’ soit surjective.

2. 2) Ker (g0 f) = {o ta g(f(x)) = 0} = {z ta ¢'(f(x)) = 0} = {x ta f(x) € Kerg'}

b) Si ¢’ et f sont injectives, alors Kerg’ = {Op} et Ker f = {0g}. Donc, d’apres la question
2), Ker(g o f) = {r tq f(x) € {0p}} = {x tq f(x) = Or) = Ker f = {Op}. Donc go f est
injective.

c¢) Si f n’est pas injective, Ker f # {0z} donc il existe y € E tel que y # 0 et f(y) = 0. Pour ce
y, on a aussi (go f)(y) = g(f(y)) = g(0r) = 0. Donc Ker (g o f) # {0g} (puisque y appartient
a ce noyau et est non-nul) et (g o f) n’est pas injective.

Si ¢’ n’est pas injective, il existe Ker g’ # {0r}. Soit donc y € Kerg' tel que y # 0. C’est un
élément de Im f (puisque Im f est ’ensemble de départ de ¢'); il existe donc = € E tel que
f(z) =y. On a alors g(f(z)) = ¢'(f(z)) = ¢'(y) = 0 (puisque y € Ker¢'). De plus, z # 0 car
f(x) =y #0. Donc Ker (go f) # {Og} et g o f n’est pas injective.

Exercice 6 :

1. Pour tout x € E, p(x) € F, par définition de la projection. Donc p(z) = p(z) + 0 avec
p(z) € F et 0 € G. Par définition de la projection, p(p(z)) = p(x).

a) Siz € F = Imp, z = p(y) pour un certain y € F. Puisque pop = p, p(z) = p(p(y)) =
ply) ==
b) Pour tout x € E, p(x —p(x)) = p(x) —p(p(x)) = p(x) —p(x) = 0 donc x — p(x) € Kerp = G.
Pour tout x € E, x = p(x)+(z—p(z)). Or p(x) € F et (x—p(x)) € G. Donc x € F+G. Puisque
tous les éléments de E appartiennent a F'+ G, F C F + G. Comme, de plus, F + G C E,
E=F+@G.
¢) Puisqu’on a déja montré que G + F' = E, il faut montrer que G N F = {0}.
Soit x € G N F quelconque. Puisque x € F, x = p(x) (d’apres le a)). Puisque z € G, p(x) = 0.
Donc z = p(z) = 0. Cela veut dire que G N F' ne contient que 0, ce qui est ce qu'on voulait



démontrer. Donc G @ F = E.

d) Soit € E quelconque. Puisque G& F = E, x est de la forme z = y+z avecy € F et z € G.
p(z) = p(y) + p(z) car p est linéaire. Puisque z € G = Kerp, p(z) = 0. Puisque y € F, d’apres
le a), p(y) = y donc p(z) = y. C’est bien la définition de la projection sur p parallelement a G.
3.a)Siz =y+zavecy € Fet z € G, s(x) =y+ (—2) avecy € F et (—z) € G donc
s(s(z)) =y —(=2) =y+z=u1.

b) Posons F' = Ker (s — Id) et G = Ker (s + Id).

FNG={0}:size FNG, (s—1d)(x) =0 donc s(x) = z et (s + Id)(x) = 0 donc s(z) = —=x.
Donc z = —z et z = 0.

F+G=FE:pourtout z € E, x = (z+ s(z))/2+ (z — s(x))/2. De plus, (s — Id)(z + s(z)) =
s(x + s(x)) — (z + s(z)) = s(z) + s(s(z)) — x — s(x) = 0 donc (z + s(x))/2 € F. De méme,
(x —s(x))/2 € G. Donc z € F + G.

Donc F' G = FE : F et GG sont supplémentaires.

De plus, siy € F, s(y) —y = 0 donc s(y) =y et, si z € G, s(z) + z = 0 donc s(z) = —z. Dong,
siz=y+zavecy € F,z € G, s(x) =s(y)+s(z) =y — 2.

Exercice 7 :

1 2) F(Mun) + (o)) = Nt 1 + 0 mert = Af () + 1 (00))

g(Muy) + p(vy)) = (0, Aug + pvg, Aug + pwr, ...) = X0, ug, uq, ...) + p(0, v, v1, ...) = Ag((un)) +
1g((vn))

b) fog((uy)) = f((0,up,us,...)) = (ug, uy,...) donc fog=1Id.

go f((un)) = g((u1,us,...)) = (0,us, us, ...) donc go f # Id.

c¢) f n’est pas injective : f((1,0,0,...)) = (0,0,0,...) = Ogn. Donc ho f ne peut pas étre injective
(on aura par exemple toujours ho f((1,0,0,...)) = ho f(0,0,...)); puisque Id est injective, ho f
ne peut pas étre égale a Id.

2. Si f n’est pas injective, h n’existe pas car h o f n’est pas injective (Ker f C Ker (ho f) donc
Ker (ho f) # {0g}) et ne peut donc pas étre égale a Id qui, elle, est injective.

Supposons maintenant que f est injective et montrons que h existe. Soit G un supplémentaire
de Im f dans F'. Pour tout x € F, x est de la forme x = y + z avec y € Im f et z € G. Puisque
y appartient a Im f, il existe o € F tel que y = f(a); ce a est unique car f est injective. On
pose h(z) =

On peut vérifier que h est linéaire (c’est la méme démonstration que pour montrer que la
réciproque d’un isomorphisme est linéaire). De plus, pour tout 8 € E, f(5) € Im f; le « tel

que £(8) = f(a) vaut 3 done h(f(8)) = 5.



