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TD : Algebre

Exercice 1 : [Examen 2012]

Soit A une matrice carrée d’ordre 5 dont les colonnes sont notées Ay, Ay, Az, Ay, As. Soit C' la
matrice carrée d’ordre 5 dont les colonnes notées C, Cy, C3, Cy, C'5 sont données par :

C,= A

Cy= A, + 24,
C3=A;+ Ay + 343
Ci=A, + Ay + As +4A,
Cs=A1+ Ay + A3 + Ay + 545

En utilisant les propriétés du déterminant, calculer det(C') en fonction de det(A).

Exercice 2 :

Soit ' un espace vectoriel de dimension finie n. Soit f : £ — E un endomorphisme. Soient B
une base quelconque de E et M la matrice de f dans la base B.

1. a) Soit A € R quelconque. Montrer que si det(M — AI,,) = 0, alors f — Al est une application
non-inversible.

b) Montrer que si det(M — Al,,) = 0, alors il existe v € E tel que v # 0 et f(v) = Av.

¢) On suppose maintenant qu’il existe Ay, ..., A, des réels différents tels que det(M — A\ 1) =0
pour tout k. Soient vy, ...,v, € E comme en b) (c’est-a-dire tels que, pour tout k, vy # 0 et
f(vk) = Agvg). On va montrer par récurrence que, pour tout k < n, (vy,...,vx) est une famille
libre. Pourquoi est-ce vrai pour k =17

d) On suppose que (vy, ..., vy) est libre et on montre que (vy, ..., vk, 1) est libre. Supposons qu'il
existe ay, ..., a1 € Rtels que ajvy+...+ap 11 = 0. Montrer que A\ja v1+...+ A1 11011 =
0.

e) Montrer que (Ay — Agy1)a1v; + ... + (Ax — Mgr1)agvr, = 0 et, en utilisant 'hypothese de
récurrence, montrer que a; = ... = a, = 0.

f) Montrer que ag4+1 = 0 et conclure.

g) Montrer que P = (v, ..., v,) est une base de E.
A0 .. 0

h) Montrer que MPB(f) = [ © *

. . 0
0 ... 0 Ay

2. a) Soit f: R3 — R3 telle que f((x,y,2)) = (—x +y — 2z, —4x + 4y — 2z, —2x + 2y). Donner
la matrice M de f dans la base canonique de R3.

b) Calculer det(M — Al3) en fonction de A. Trouver pour quels A ce déterminant est nul.



c) On note Aj, Ao, A3 les valeurs trouvées en b). Pour chaque k, trouver v, € R3 tel que v;, # 0
et f(Uk) = /\kvk.
d) On note P = {vy,v2,v3}. Calculer MB(f).

Exercice 3 : [Matrices de Vandermonde]

Soit n > 2. Soient x4, xs, ..., x, € R. On note M(xy, ..., z,) la matrice suivante :

11 1
1 T2 Tn
2 2 2
x{ x5 7
M(xy,...,x,) =
I?_l mg—l xz—l
n j—1
On va démontrer par récurrence sur n que det(M(xy, ..., x,)) = [ [ (z; — @).
7j=2i=1

1. Démontrer le résultat pour n = 2.

2. On suppose que le résultat est vrai pour n > 2 et on le démontre pour n+1. Soient x1, ..., T,41
des réels quelconques.

a) Démontrer par récurrence que, pour tout k& compris entre 0 et n :

1 1 1

x?fkfl . xszfl zz;ffl

—k —k —k

det M(l’l, e xn—l—l) = det zy Tn Tpit
et R (@1—2nq1) o 2n P (@n—ans1) 0
eV @ —ng1) o 2T (@ —Tng1) 0

b) En utilisant le résultat de la question précédente pour k = n, montrer que :

(x1—Tny1) (z2—Znt1) ... (Tn—Tpy1)
z1(x1—2nt1) x2(x2—Tnt1) ... Tn(@n—Tpi1)

det M (1, ...,,11) = (=1)""?det

@i —an ) 73T @ —ngn) 2l (@ ani)

c¢) En déduire que det M (xy, ..., xp11) = (—=1)"(x1—2ps1)(Ta—Tpi1) .- (Tp—Tpyr) det M (x4, ..., x,).
d) Conclure.



