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TD : Algebre

Corrigé

Exercice 1 :
C - (A1|A1 + 2A2|A1 + A2 + 3A3|A1 + A2 + A3 + 4A4|A1 + AQ + Ag + A4 + 5A5>

On soustrait la premiere colonne aux quatre suivantes. Cela ne change pas la valeur du déterminant :
det C' = det(A;|2A45|As + 3A3| Ay + As + 4A,4| Ay + A3 + Ay + 5 As5)
On soustrait 24,5/2 = Ay aux colonnes 3,4, 5. Cela ne change pas la valeur du déterminant :
det C' = det(A1]|2A45|3A3| A3 + 4A4] A3 + Ay + 5A5)
On soustrait 3A3/3 = Az aux colonnes 4, 5. Cela ne change pas la valeur du déterminant :
det C' = det(A1]|2A45|3A3|4A4] Ay + 5A5)
On soustrait 44,/4 = A4 a la colonne 5. Cela ne change pas la valeur du déterminant :
det C' = det(A1]|2A45|3A3|4A4]5A5)
Par multilinéarité du déterminant par rapport aux colonnes 2, 3,4 puis 5 :

det ' = 2 det(A,| As|3A45]44,|5A45)
— 2.3 det(A,|As| As|4A,|5A45)
— 2.3.4det(A;|As| As| Ay|5A5)
= 2.3.4.5 det(A; | Az | A3| Ay| As)
=120det A

Exercice 2 :

1. a) Dans ce cas, M — A, n’est pas inversible. Or M — \I,, = ME(f — Mg). La matrice de
I’application f — Al n’est donc pas inversible ; cela signifie que f — Al n’est pas inversible.
b) D’apres a), f — Mg n’est pas inversible. On sait que, puisque les espaces de départ et
d’arrivée de f — Mg (c’est-a-dire F, dans les deux cas) sont de méme dimension, f — Alp est
un isomorphisme si et seulement si ¢’est une application injective.

Puisque f — Alg n’est pas un isomorphisme (c’est-a-dire puisque c’est une application non-
inversible), ce n’est donc pas une application injective : Ker (f — Ag) # {0}. Donc il existe
v € Ker (f — Mg) tel que v # 0.



Puisque v € Ker (f — Mg), (f — Mg)(v) =0, c’est-a-dire f(v) — lv ou f(v) = Av.
¢) Une famille & un seul élément est toujours libre si I’élément est non-nul (ce qui est le cas :
on a supposé v; # 0).

d) 0= f(O) = f(CL1U1+...+CLn+1Un+1) = alf(U1>+...+CLn+1f<Un+1) = al)\1U1+...+6Ln+1/\n+1vn+1

e)

0= )\1@11}1 + ...+ Ak+1ak+1vk+1 — )\k+1(a1v1 + ...+ ak+1vk+1)
= (M — Meg1)arvr + oo+ (A — A1) @t + (A1 — A1) Qo1 Vi1
= ()\1 - )\k+1)a11}1 + ...+ ()\k — )\k+1)akvk

L’hypothese de récurrence est que (vy, ..., vg) est libre donc (A —Agr1)a; = ... = (A —Apr1)ag =
0. Or Ay # Apit1y ooy A 7 Agaq done Ap — A\py1 # 0 ete. Donc a; =0, ..., a, = 0.

f) Puisque ajvy + ... + apvg + agr1vpr1 = 0 et a; = ... = a; = 0, on doit avoir ag1vk4; = 0. Or
Vky1 7 0 donc agyq = 0.

On a montré que, si a;v1 + ... + apy1vpr1 = 0, alors a1 = ... = a1 = 0. On a donc montré que

(v1, ..., Vky1) était une famille libre. C’était ce qu’on voulait.

g) C’est une famille & n éléments dans un espace E de dimension n. C’est donc une base si et
seulement si elle est libre. D’apres les questions c), d), e) et f), pour k = n, (vy,...,v,) est libre.
Donc c’est une base.

0

A1
h) f(v1) = A\vp = Aoy + 009 + ... + 0.0, done Mp(f(v1)) = ( : )
0

0
f(v2) = Agvg = 0.v1 + Agvg + 0.v3 + ... done Mp(f(v2)) = (AQ )

0
Et ainsi de suite.

MO .0
0 A 0

Donc ME(f) = i
0
0

2. a) On note (eq, g, €3) la base canonique.
f(el) = <_17 _47 _2) = —€ _462 _2637 f(€2) = (1747 2) =€ +4€2+2€3, f(€3) = (_17 _27 0) =
—ep — 2e9 + 0.e3

111
M = <—4 4 —2)

220

“1-x 1 -1

b) M — N3 = < 14 —§\>
On ajoute la deuxieme colonne a la premiere :

-2 1 -1
det M = det (—,\ 4-\ —2>
0 2 —A
On soustrait la premiere ligne a la deuxieme :

A1 -1
det M = det ( 0 3-\ 4)
0 2 —A



On développe par rapport a la premiere colonne puis on utilise la formule du déterminant des
matrices 222 :

det M = (—\)det (*3;* 2})
( M(B =M= = (=1).2)
AN =3)+2)

(
“AA=-D(A-2)

Ce déterminant est nul pour A =0, 1, 2.
C) )\1 :0,>\2 = 1,)\3 =2
Cherchons v, tel que f(v1) = 0.v; = 0. On veut :

—x+y—2=0
—dr+4y —22=0
—2x+4+2y=0

On résoud ce systeme et on trouve qu’il se réduit a = y, z = 0. Une solution possible (mais
il y en a une infinité) est donc v; = (1, 1,0).
Cherchons maintenant vy tel que f(ve) = 1.vg. On veut, pour vy = (z,v, 2) :

—r+y—z==x
—dr+4y—2z2=y
242y ==z

Soit :

—2r4+y—=z
—4x 4+ 3y — 2z
—2x4+2y—2=0

En faisant la différence entre les équations 1 et 3, on trouve y = 0. On doit donc avoir z = —2z.
On vérifie que vy = (1,0, —2) est une solution possible.
Cherchons enfin v3 tel que f(v3) = 2.v3. On veut :

—x4+y—z=2
—4dr 44y — 2z =2y
—2x + 2y =2z

Soit :

—3r+y—z=0
—4dr+2y—22=0
—2x+2y—22z=0



En faisant la différence entre les équations 2 et 3, on trouve x = 0. On doit donc avoir y = z.
Une solution possible est v3 = (0,1, 1).

A1 00 000
, N . P
d) D’apres la question 1. h), ML (f) = (8 AOQ /\03> = (858)'

Exercice 3 :

1. M(z1,29) = (4 4 ) donc det(M(zy,x9)) = 29 — 11 = ﬁ ll[(xj — ;).

r1 T2 o Nbe]
J=21=

2. a) Pour k = 0, la matrice de droite est égale a M (x1, ..., x,11) donc I'égalité est vraie.
Supposons que c’est vrai pour £ < n. Démontrons-le pour k£ + 1. Par hypothese de récurrence :

1 1 1

x;z—k—l xz—k—l lelf_l

—k —k —k

det M (z1, ..., xp41) = det zy zn Tl
I?ik(xl—ln_irl) ] R 0
2P @ —ng1) o 2 (T —Tng1) 0

On soustrait a la ligne (277 .. 2p7" 2275 ) la ligne (277"7" .. 2l 7F=1 222571) multipliée par 1.
Cela ne change pas le déterminant. La ligne (=77* .. «i~* 2774 ) devient :

—k—1 xz—k—l n—k—l)

—k —k —k
(x? R A ) — Tpt1 (x? Tpt1
— (z’f_k ook zZ:LIf) — (:pn+1x?_k_1 . xn+1:1:2_k_1 sz_rIf)
= ((xl—:anrl):L”f_k_l e (Tn—Tpoy)an kT O)
On obtient donc :
1 1 1
xT—.k—l gn—k—1 Izillc—l
det M(zq,...,x =det | 217" @i-zns1) o 2n T @nmns) 0
1y ooy bn41
2" R (@1 —zng1) o 2R (@En—2ni1) 0
$?_1($1—zn+1) Ot € 0
ce qui est la propriété qu’on voulait, au rang k + 1.
b) Pour k = n, la question précédente donne :
1 1 1
(z1—nt+1) -  (Tn—Tn+1) O

det M(Z‘l, . In—l—l) = det

2" @1 —zp1) o 2n N (@ —2nt1) O

On développe par rapport a la derniere colonne (de numéro n + 1). Un seul coefficient de la
derniere colonne est non-nul, celui qui est situé sur la premiere ligne. Donc :
(z1—Tn+1) o (Tn—Tnit1)
det M (21, ...,711) = (—1)" 2 det : :

x?_l(xlfa:wrl) v 2 Y@ —zng1)

4



c¢) On remarque que (—1)"" = (=1)?(=1)" = (—1)" et on utilise la multilinéarité du déterminant
par rapport aux colonnes :

(x1—%n41) (z2—Znt1) ... (Tn—Tny1)
z1(x1—Tny1) 22(T2—Tng1) - Tn(Thn—Tni1)

det M(l’l, ey In+1) = (-1)” det

2} @1—ans1) 2y H@2—ang1) o 2n  (@n—Tng1)

1 (T2—Tn+1) (Tn—2Tn+1)
r1  z2A(T2—Tpt1) - Tn(Tn—Tn+1)
= (—1)"(x1 — xp41) det
2t el (@e—apt1) o 2R (@n—Tntr)
1 1 .. (zn—Zpt1)
1 22 .. Tp(Tn—Tng1)
= (=1)"(@1 — Zps1) (2 — Tng) det
m’f_l zg_l v 2 Y@ —20a)
1 1 1
T1 ) T

= (‘Un(ﬂcl - 37n+1)($2 - $n+1)--.(l’n — an) det

= (—1)"(x1 — Tpy1)(x2 — Tpy1)ee (T — Tppy) det M(xq, ..., xy)

n j—1
d) D’apres I'hypothese de récurrence au rang n, det(M(z1, ...,x,)) = [[ [[(z; — ;). Donc :
7j=2i=1
n j—1
det M(zq, ..., py1) = (—1)" (21 — py1) (@2 — Tpg1)oo (20 — :BnH)HH(xJ
j=2i=1
n j—1
= (=D (z1 — o) (1) (@2 — Tpp1) .. (1) (0 — Tny) HH
7j=21i=1
n j—1
= ($n+1 - Il)($n+1 - xz) $n+1 HH
7j=21=1
(n+1)—-1 n j—1
(T 0 ) = (11T - )
=1 7j=2i=1
n+1j—1
7j=2i=1

Donc I'hypothese de récurrence est vérifiée au rang n + 1.



