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TD : Algebre
Corrigé

Exercice 4 :

1. a) On applique 'algorithme de Gauss comme a 'exercice 2.

On commence par mettre la premiere colonne sous la forme

[l

)

1 000 1 -1 30
0100 0 —1/2 1 3
LsFL3—L17(—1010>7<0 _{ 35>
0001 -2 2 72
0900 0 12 1 3
L4<_L4+2L17 0010 J>\ o =1 3 5
2001 0 0 -12

B1
On met ensuite la deuxieme colonne sous la forme (%2 )
0
1000 1 -1 30
0100 0-1/2 1 3
L3<_L3_2L27(0—210)7(0 0/ 1 _1)
0001 0 0 -1 2

1
On met enfin la troisieme colonne sous la forme <52 )

B3
0
1000 (1) }21133
0100
Ly—Li+1Ls, { gg10 0 0 1-
0011 0 0 0
n 1

1
Par des dilatations, on ramene a 1 la valeur de chaque pivot.
3

1000 1—1 06
Ly «— —2L,, 0_0 10 71
0001 00 01

Par des transvections, on annule tous les éléments de la quatrieme colonne, a l'exception du
dernier, qui est pivot.

[y

1000 1-13 0
0100 01 —2—6
Lg—Ls+La {9011 ):{00 1 0
0001 00 0 1
1000 1-130
0106 01 —20
Ly —Ly+6L4 | 5010 )>\00 10
0001 00 01
On procede de fagon similaire sur la troisieme colonne
188 (170
0100
Ly —Lo+2L3, | 5010 )>00 10
0001 0001
10-30 1-100
_ 01 00 0100
Ly =1Ly =3Ls, | 5670)>(0010
00 0 1 0001 _
On procede encore de la méme fagon sur la deuxieme colonne.
1132 (3088
Ly —Li+ Ly {9010 |+-( 0010
0001 0001



La matrice échelonnée réduite associée a A est donc I. La matrice My telle que M4A = I,

vaut :

1100 10-30 1000 1000 1000
Mi= (0100 01 00 0120 0106 0100
A 0010 0010 0010 0010 0011
0001 00 0 1 0001 0001 0001
1000 1000 1000 1000 1000
« [ 0-200 0100 0100 0100 0100
0010 0010 0-210 0010 ~-1010
0001 0011 0001 2001 0001

7-10 45

_ [ 6-22108

=lo0o-421

1 -2 11

Le calcul montre que AM, = I,. La matrice A est donc inversible et son inverse est M 4.
b) Ce systeme est équivalent (de la méme fagon que dans la question 4 de l'exercice 3) a

I 1
i) . 0
4 x3 o -1
Ty —2

Puisque la matrice A est inversible, cette égalité est atteinte si et seulement si :

1 1 7 —-10 4 5 1 -7
2 0] |6 —22 10 8 0] |-20
x3 | -1 [0 —4 2 1 -1 | -4
x4 -2 1 -2 1 1 -2 -2
Le systeme a donc une unique solution : x1 = =7, 129 = —20, 23 = —4, x4 = —2.

2. La matrice augmentée associée au systeme d’équations vaut :

0o 0 -1 2 -1 O
A=|1 2 0 1 -2 3
-2 -4 -11 2 =5

‘al

Appliquons-lui I'algorithme de Gauss.
L1<—>L2,< 8 (2)—01 :%g>
01 2 -4 -11 2

OO N

d
1 1
0 2
- 12 -5
I Lt oL <1 0) <1201—23>
— 010 00-12-10
3 3 201/ \00-13-21
1 00 12 0 1-23
Ly« L3—Lo,{010),(00-12-10
0-11 000 1-11
100 120 1 —23
L2H—L2,<0710>,(0017210>
001 000 1 —11
100 1201 -23
L2<—L2—|—2L3,(012),(001042)
001 000111
10 -1 120012
L1<—L1—L3,<010>,<0010—12>
00 1 0001 —11
L L. ., . 1200 —12
La matrice échelonnée réduire associée au systeme est donc (8 010-1 %)



Les variables essentielles sont x1, 3 et x4 ; x5 et x5 sont libres. Comme dans la troisieme question
de lexercice 3, (x1, xa, T3, x4, T5) est solution du systeme si et seulement si :

ce qui est équivalent a :

et a:

1200 -1 2\ /o
0010 —1 2 <£i>:0
0001 -1 1/ \%

$1+2$2—I5—2:0
x3—$5—2:0

ZL‘4—ZE5—1:0

Ty = —2Ty + x5 + 2
$3:$5+2

Ty =x5+1

Les solutions sont donc tous les quintuplets de la forme (—2x9 + x5 + 2, 29, x5 + 2,25 + 1, 25),
pour x5 et x5 des réels quelconques. En particulier, il y a une infinité de solutions.



