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TD : Algebre

Exercice 1 :

Déterminer une base de chacun des espaces vectoriels suivants :
By I{(Z‘Z) € My(R) tq  2a+b+3c—2d=0

2a+2b—4c+4d=o}

Ey = {(5’31,332,373,%4,955) eR? tq x14+z3+x4—25=0
$2—2SL’3+85L’4—2$5:O
—233‘1 + T9 — 31’3 + 31’4 = O}

Exercice 2 :

Déterminer une base de chacun des espaces vectoriels suivants puis compléter les bases trouvées

en des bases de R*.
2 4 2
m=ve {(1)(9) ()}
1 5 7

E, = Vect {(1,2, ~2,1),(0,1,1,0), (—1,~1,3,0), (1,1, -3, —1)}

Exercice 3 :

Soit (ey,e9,e3) la base canonique de R3. Soit f : R® — R* Papplication linéaire telle que
fler) = (3,-1,2,1), f(ea) = (=5,3,—1,-2) et f(e3) = (1,1,3,0).
1. Calculer f((x,y,2)), pour tout (z,y,z) € R3.

2. Calculer une base de Ker f.

3. a) Montrer que Im f = Vect { f(e1), f(e2), f(e3)}.
b) Calculer une base de Im f.

4. Quel est le rang de f 7 Vérifier que le théoreme du rang est respecté.

Exercice 4 :

Soit (e1, e, €3,e4) la base canonique de R%. Soit f : R* — R* lapplication linéaire telle que

f(el) = <_27 67 _12’ _8)’ f(€2) = (37 _17 10’4)7 f(e?)) = (07 _27 2a 2)’ f(€4) = (37 07 97 3)
1. Calculer une base de Ker f. Quelle est la dimension de Ker f 7

2. a) A Daide du théoréme du rang, déterminer le rang de f.
b) Calculer une base de Im f.

3. a) Montrer que Ker f et Im f sont supplémentaires.



b) Montrer que f est la projection sur Im f parallelement a Ker f.

Exercice 5 :

1. Soit £ = Vect {ey, ea}, avec e; = (1,4,—1,0) et ey = (—1, -2, -1, —2).

a) Soit (a,b,c,d) € R Montrer qu'il existe A\, € R tels que (a,b,c,d) = Xe; + pes si et
seulement si —3a+b+c=0et —4a+b+d=0.

b) En déduire que E = {(a,b,c,d) e R* tq —3a+b+c=0et —4a+b+d =0}

2. [Plus difficile] Soit n € N*. On appelle forme linéaire sur R™ une application linéaire f :
R™ — R.

a) Montrer que, si f : R” — R est une forme linéaire, il existe ay, ..., a, tels que, pour tout
(1, ..y zp) €ER™, f((21, .0y ) = @121 + ... + anxy,. [Indication : poser a1 = f(e1),as = f(eg), ...
ou (eq, es,...) est la base canonique de R™.]

b) Soit E un sous-espace vectoriel de R™. On note d sa dimension et (vy,...,v,) une base de FE.
On complete (vy, ...,v4) en une base (vy, ..., Vg, Wai1, ..., w,) de R™.

Pour tout k € {d + 1, ...,n}, on note pj la projection sur Vect (wy) parallelement a

Vect (U1, vy Ugy Wiy ooy Wk—1, Wht 1y -eey W ).

Pour tout € R", montrer que x € F si et seulement si pg(x) = 0 pour tout k =d+1,...,n.
c) Pour tout £k = d+1,...,n et tout z € R", on note ri(z) le réel tel que pi(z) = ri(z)w.
Montrer que r; est une forme linéaire sur R".

d) Montrer qu’il existe un systéme de n — d équations dont les solutions sont exactement les
éléments de E.

Exercice 6 : [Plus difficile]

1. Trouver une famille libre infinie de RY, ’espace vectoriel des suites réelles. En déduire que
RY est de dimension infinie.

[Remarque : on dit qu'une famille infinie est libre si tout sous-ensemble fini de cette famille est
libre.]

2. Soit T' € N*. On note Ur ’ensemble des suites réelles T-périodiques. Quelle est la dimension
de Ur?

3. Montrer que C°([0; 1], R) est de dimension infinie.



