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TD : Algebre

Corrigé

Exercice 1 :

1. Résolvons ce systeme d’équations. La matrice augmentée associée est A = (332 70)
Appliquons-lui 'algorithme de Gauss.

LzFL2—Lla§3%37_628§

Ly Ly — Ly, (57 15 65

Ly — Li/2,(51 % §'0) =Ua

Les solutions sont les (a, b, ¢, d) tels que :

AR

Sa+bc—4d=0etb—Tc+6d=0
S a=—-bc+4det b="Tc—6d

QO T

Les solutions sont donc {(—bc + 4d, 7c — 6d, ¢, d) tq ¢,d € R}.

On a donc By = {( 75cf4d7e-60) tq ¢, d € R}

Pour tous ¢, d € R, ( 5C+4d7c L) =c(P+d( ) donc By = {c(PT)+d(3 ) tac,de R} =
Veet {(775). (5 1)}

La famille {( 7° g) (3 7%)} est libre. Eneffet, si Ay (32 7)4+A2 (§ 3%) = 0, alors (72 a0 ) —
(99) donc, en regardant la deuxieme ligne, \; = /\2 =0.

Puisque {(7°7), (5 %)} est libre et qu'elle est génératrice de Ey, c’est une base de Ej.
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2. Résolvons ce systeme d’équations. La matrice augmentée associée est A = ( 0 1-28-2 8>'

Appliquons-lui 'algorithme de Gauss :
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s (1, e, T3, T4, T5) tels que :

S 144y —ax5=0et 294+ 224 — 225 =0¢et x5 —324 =0



Les solutions sont donc les (—4x4+ x5, —2x4+2x5, 314, T4, T5) avec x4, r5 des réels quelconques :

Ey = {(—4xy + x5, =224 + 215,324, 24, 75) tq 24, x5 € R}
={z4(—4,-2,3,1,0) + x5(1,2,0,0,1) tq x4, x5 € R}
= Vect {(—4,-2,3,1,0),(1,2,0,0,1)}

La famille {(—4,—-2,3,1,0),(1,2,0,0,1)} est libre : si A\j(—4,—2,3,1,0) + A\5(1,2,0,0,1) = 0,
alors (—4>\1 -+ )\2, —2)\1 —+ 2)\2, 3)\1, )\1, )\2) = (0, O, O, 0, O) donc )\1 = )\2 =0.

Donc {(—4,-2,3,1,0),(1,2,0,0,1)} est une famille libre et génératrice de Es; c’est une base
de EQ.

Exercice 2 :
311
1. Posons A = ( 1o ?) Appliquons a A T'algorithme de Gauss jusqu’a ce qu’on obtienne

27 —
une matrice échelonnée :
I I I (2—311)
— — -10 5
3 3 1 Lo
2-31 1
Ly «— Ly —2Ly|05 —23
010 —4 6
2-31 1
L3<—L3—2L2<05—23>
0 00

Appliquer des opérations élémentaires sur les lignes de A ne change pas l'espace vectoriel

engendré par les lignes de A. On a donc :
2 4 2 2 0 2 0
move () (3) () v f () (3) (D) - {(2)(3))
1 5 7 1 3 3

2 0 2 0 2\
De plus, la famille {(‘f’) , (_52> } est libre : si \; (‘13) + A9 (_52) = 0, alors ( 5\3;\1322) =
1 3 1 3 A1+3A2

0
( ) On a donc 2)\; = 0, ce qui implique A\; = 0. On obtient donc (_55\,@) = (8) et Ay = 0.
0

3x2
2 0
La famille { (‘13) : (_52) } est libre et génératrice de E;. C’est donc une base de Ej.
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Notons w; = <13

0
et wy = [ 5 |. Onvacompléter (wy, ws) en une base de R, (wy, we, W3, Wy).
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lonnes ou la matrice échelonnée obtenue n’a pas de pivot).
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La famille (wy,wsq, w3, wy) est libre. En effet, si \jw; + Agwy + Azs + Ay = 0, alors :
2 0 0

1 3 1
21 0
—3A1+5A2 o 0

= (,\12,\2+,\3> = <0>
A1+3A2+4 0
5 0
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La famille (wy,wy, W3, ws) est libre. Comme la dimension de R* est 4, il s’agit d'une famille
libre de cardinal maximal (il n’y a pas de famille libre de cardinal plus grand que la dimension
de R*). C’est donc une base.

1221
2. Notons A = (_01 L9 ) Echelonnons cette matrice par l'algorithme de Gauss.
1 1 -3-1

12-2 1

01 1 0
Lg%L3+L1 01 1 1

11-3-1

12 -2 1
01 1 0
L4<—L4—L1 01 1 1
0—1—-1-2
12 -2 1
01 1 0
Ly —Ls—=La(g0 0 1
0—1—1-2
12-2 1
01 1 0
L4<—L4+L2 00 0 1
00 0 —2
12-21
Lo Lo+ 20 (340
0000

Appliquer des opérations élémentaires sur les lignes de A ne change pas 'espace vectoriel
engendré par les lignes de A donc :

By = Vect {(1,2,-2,1),(0,1,1,0), (=1, —1,3,0), (1,1, -3, 1)}
= Vect {(1,2,-2,1),(0,1,1,0), (0,0,0, 1)}

La famille {(1, 2, 2 1) (0,1,1,0),(0,0,0,1)} est libre. En effet, si A;(1,2, —2,1)+X2(0,1,1,0)+
A3(0,0,0,1) = (0,0,0,0), alors :

(A1, 2A1 4+ Az, =2A1 + Ao, Ay + A3) = (0,0,0,0)
= )\ =0et (0,)\2,)\2,)\3) = (0,0,0, 0)
= /\1 = /\2 = )\3 =0

Notons wy = (1,2,-2,1), wy = (0,1,1,0) et ws = (0,0,0,1). On veut compléter (wy,ws, w3)
en une base de R*. Il faut donc trouver w, tel que (w1, we, w3, wy) est une base de R*. On



prend w4 = (0,0, 1,0) (le troisieme vecteur de la base canonique, puisque la matrice échelonnée
obtenue n’a pas de pivot sur la troisieme colonne).
La famille (wy, ws, w3, w,) est libre. En effet, si A\yw; + Aws + Azws + A4 = 0, alors :

(A1, 201 + Ao, —=2A1 + A + Ag, A + A3) = (0,0,0,0)
= )\1 =0et (0, )\2, )\2 + )\4, )\3) = (0,0,0,0)
:>>\1:/\2:)\3:)\4:0

La famille (wq, ws, w3, w,) est donc une famille libre de dimension maximale (puisque son car-
dinal est le méme que la dimension de R*, c’est-a-dire 4). C’est donc une base.

Exercice 3 :

L. f((ﬂ?, Y, Z)) = f($61+y€2+263) = xf(€1)+yf(€2)—|—2f<€3) = .I'(B, -1,2, 1)+y<_57 3,—1, _2)+
2(1,1,3,0) = Bx — by + z,—x + 3y + 2,20 —y + 3z, — 2y)

2. Le noyau de f est 'ensemble des (x,y, z) tels que f((x,y,2)) = (0,0,0,0), c’est-a-dire :

3r =5y +2=0

—r+3y+z=0
2r—y+32=0
x—2y=0

3 510
Résolvons ce systeme. La matrice augmentée associée est (2 B33 8). Appliquons-lui 1’algo-
1 200

rithme de Gauss :

1310
3 510
L1<—>L2<2—130)
1 —200
1310
0 4 40
Lo «—Lo+3L1 (| 5 530
1 -200
1310
0 440
1 -200
—1310
Ly—Li+Li| § 350
0110
—1310
_ 0 440
L4<—L4 L2/4 0550
0 000
~1310
_ 0 440
Ly Ly —5Ly/4 0 000
0 000
~1310
0110
L2‘_L2/4 0000
0000
1-3-10
_ 01 10
Ly ——=Li{§¢ 00
00 00
0910
0000
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Donc Ker f = {(—2z,—2,2) tq z € R} = {2(—2,—-1,1) tq z € R} = Vect {(2,-1,1)}.
La famille {(2,—1,1)} est libre : elle ne contient qu'un seul élément et il est non-nul. Comme
elle est aussi génératrice de Ker f (puisque Ker f = Vect {(2,—1,1)}), c’est une base de Ker f.

Les solutions du systeme sont les (z,y, z) tels que (

r=—-2zety=—z

3. a) La famille (ey, e, €3) est une famille génératrice de R3. La famille (f(e;), f(ea), f(e3)) est

donc une famille génératrice de Im f (propriété du cours), ce qui signifie que Vect { f(e1), f(e2), f(es)} =
Im f.

b) Posons A = (3’5 5 51 %2 ) Appliquons 'algorithme de Gauss a cette matrice.

1 1
3 -1 2 1
L2<—>L2—|—5L1 <(1]51§1?21—02)
3-12 1
11 3 O
L3<—>L3—3L1<8§41§—12
113 0
L Lo+ Lof2 (3341 3

Appliquer des opérations élémentaires sur les lignes de A ne change pas l'espace vectoriel
engendré par les lignes de A. Donc :

Im f = Vect {(3,—1,2,1), (—5,3, -1, -2), (1,1,3,0)}
= Vect {(1,1,3,0),(0,8,14, —2)}
La famille {(1,1,3,0), (0,8,14,—2)} est libre : si A\;(1,1,3,0) + A\2(0,8,14,—2) = (0,0,0,0),
alors (A1, A1 + 8X2, 3A;1 + 14X9, —2X5) = (0,0,0,0), ce qui implique que A; = Ay = 0.
La famille {(1,1,3,0), (0,8,14, —2)} est a la fois libre et génératrice dans Im f. C’est donc une
base de Im f.

4. Le rang de f est la dimension de Im f. C’est donc 2, puisque la base de Im f que nous avons
trouvée en 3.b) a 2 éléments.

Le théoreme du rang dit que rang f + dim(Ker f) = dim(R?).

Ici, rang f = 2, dim(Ker f) = 1 (puisque la base trouvée en 2. a un seul élément) et dim(R?) = 3.
On a bien 24+ 1 = 3.

Exercice 5 :
1. a) On cherche §'il existe A, u tels que :
(CL, b7 c, d) = )‘(17 4a _17 O) + ﬂ(—L _27 _17 _2) = ()\ - M 4N — zlua —A— My _2/"L)

c’est-a-dire :

A—p=a
AN —2u=">
“A—pu=c
—2u=d



1 -1a
4 lc’) Calculons sa matrice échelonnée réduite
0 —2d

La matrice augmentée associée est A = (

par 'algorithme de Gauss :
1 -1 a
Ly — Ly — 4Ly, (01 31 b_c4a>

1 -1 a
0 2 b—4a
L3<—L3—|—L1,(02 c+a)
0-2 d
1 -1 a
0 2 b—4a
L3 + L3 + Lo, (o 0 b+c—3a>
0 -2 d
1 -1 a
0 2 b—4a
Ly — Ly + Lo, (0 0 b+c—3a>
0 0 b—4a+d
1 -1 a
01 b/2—2a
Ly — Ly/2, (0 0 b+c—3a>
0 0 b—dat+d

00 b+c—3a
0 0 b—4a+d

Pour que le systeme puisse avoir des solutions, il faut que b+ c¢—3a = b —4a+d = 0 (sinon, il
y a une ligne dont tous les éléments sont nuls sauf le dernier). Sib+c—3a =b—4a+d =0, il
n’y a aucune ligne dont tous les éléments sont nuls sauf le dernier et le systéme a une solution.
Donc A et p existent si et seulement si :

10 b/2—a
Ll «— Ll _|_L27 (0 1 b/2—2a>

b+c—3a=0etb—4a+d=0

b) E = { ey + pes tq A\, u € R}.
Donc (a,b,c,d) € E si et seulement si il existe A, u € R tels que (a, b, ¢, d) = \ej + peg, c’est-a-
dire, d’apres la question précédente, si et seulement si —3a+b+c=0et —4da+b+d = 0.
2.a) f(x1,.,xp) = f(zrer + ... + zpen) =21 f(€1) + ..+ f(en) = a1x1 + ... + apx,.
b) Soit x € R™. Puisque (vy, ..., Vg, Wyi1, ..., wy) est une base de R", il existe Ay, ..., A, uniques
tels que :

T = /\1U1 + ...+ /\dvd + )\d+1wd+1 + ...+ )\nwn

Démonstrons d’abord que = € E si et seulement si A\j;; = ... = A\, = 0 : en premier lieu, si
x € E, puisque (vy, ...,v4) est une base de E, il existe p, ..., g tels que :

T = v + ... + pqVqg = pavr + ... + pgvg + 0wger + ... + 0w,

Comme les A, sont uniques, on doit avoir \; = pq, ..., \gq = g, Agr1 = 0,.... On a donc bien
Adi1 = .. = Ay = 0.
Dans I'autre sens, si A\gy1 = ... = A\, = 0, alors :

T = MU+ ... + Agug € Vect {vy,...,v4} = F

On a donc démontré que x € E si et seulement si Ay 1 = ... =\, = 0.
Pour tout k € {d+1,...,n} :

Tr = ()\kwk) + ()\1’01 + ...+ )\dedH + ...+ )\k_lwk_l + )\k+1’wk+1 + ...+ )\nwn)



Le premier des deux termes entre parentheses appartient a Vect (wy) et le deuxieme a Vect (vy, ..., vg, Wai1, -.-
Donc, par définition de la projection, pg(x) = A\wy.

Donc pg(x) = 0 pour tout k > d + 1 si et seulement si Aywy, = 0 pour tout k > d+ 1, ce qui est
la méme chose que de dire que Ay = A1 = ... = A\, = 0 (puisque les wy, sont non-nuls : il n’y
a jamais de vecteur nul dans une base (ni méme dans une famille libre)). Comme on vient de
le voir, c¢’est équivalent au fait que x € E.

c¢) C’est une application linéaire : comme py, est linéaire, on a, pour tous z,y € R" et A\, u € R :
ri(Az + py)wy, = pe(Az + py) = Apr(z) + ppr(y) = Are(@)wi, + pri(y)we = (Arg(z) + prg(y))we

Donc r,(Ax + py) = Ari(z) + pri(y).
Comme 'ensemble d’arrivée de 7 est R, c’est une forme linéaire.

d) Pour tout k > d + 1, pr(z) = 0 ssi rx(z) = 0. Donc :

E={zeR"tqpe(z) =0Vk =d+1,...,n}
={reR"tqry(x) =0Vk=d+1,..,n}

Pour tout k > d+ 1, on note agk), .o, a' des réels comme en a), tels que, pour tout (z1, ..., z,) :
(21, .y xn)) = agk)xl + ...+ ag“)xn
On a alors :
E={(z1,....,x,) € R" tq agk)xl 4+t aPr, =0Vk=d+1,..,n}
(k) (k)

Donc F est I'ensemble des (z1, ..., z,,) vérifiant les équations ay @1 + ...+ an x, = 0. Il y a bien
n — d telles équations.

Exercice 6 :

1. Pour tout k& € N, on note e, la suite (0,0,...,0,1,0,...) qui ne contient que des zéros sauf en
position k ou elle contient un 1.

Cette famille est libre. En effet, soient {k, ..., k,} est un ensemble fini et Ay, ..., \,, des réels tels
que A\ieg, + ... + Aper, = 0. Le ki-eéme élément de la suite Ajex, + ... + A\pex, vaut A;.1+ X2.0 +
o + X0 = Aq (car tous les e, ont un 0 en position ky sauf si s = 1). Donc A; = 0. De méme,
A=..=X,=0.

Si RY était de dimension finie, toutes les familles libres seraient de cardinal au plus la dimension
de RY. En particulier, toutes les familles libres seraient finies, ce qui n’est pas le cas.

2. Ur est de dimension T'. En effet, notons ¢ : RT — Up I'application linéaire définie de la facon
suivante : pour tout (z, ..., xp_1) € RT, la suite u = ¢((zo, ..., x7r_1)) est la suite telle que, pour
tout k, up = p(), r(k) désignant le reste de k dans la division euclidienne par 7.
L’application ¢ est bien définie et linéaire. Elle est injective : si u = ¢((zq, ..., z7_1)) = 0, alors,
pour tout k < T —1, z, = us, = 0. Elle est surjective : pour tout v € Up, up = uyg car k—r(k)
est un multiple de T" et u est T-périodique. Donc u = ¢((uo, ..., ur—1)).



Donc ¢ est un isomorphisme entre R” et Ur. Les espaces Ur et RT doivent donc étre de méme
dimension (cela se démontre par exemple grace au théoreme du rang, ou en montrant que
I'image par ¢ d’une base de R est une base de Ur). Donc dim Uy = dimRT = T.

3. Comme en 1., on va construire une famille libre de dimension infinie.
Pour tout n > 1, on note f, : [0;1] — R la fonction suivante :

falz) = max (0’ (x_ n—ll— 1) ' (% _$>)

Cette fonction est continue et vaut 0 ssi x ¢ ]n%l, % [

La famille (f,,) est libre. En effet, supposons que Ay f,,, + ... + Ap.fn, = 0. Alors, sur } n11+1; n% [,
toutes les f,,, sont nulles sauf f,,,. Donc sur cet intervalle, la somme vaut A, f,,,. Mais puisque
la somme est nulle et puisque f,,, n’est pas nulle sur ] m1+1; nil [, on doit avoir A\; = 0. De méme,

Ao =..=X\=0.



