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TD : Algebre

Exercice 1 :

Soit f : R?* — R? 'application telle que :
V(Z‘,y,Z)ER?) f((l’,y,Z)):(I,—2$—y—62,$+y+42)

1. Déterminer la matrice A de f dans la base canonique de R? (qu’on note B).

2. Calculer le polynome caractéristique de f, xs(A) = det(A — AI3) et en déduire les valeurs
propres de f.

3. On note \; et Ay (avec A1 < Ay) les valeurs propres trouvées a la question précédente.

a) Déterminer une base de £y = Ker (f — A\;Igs), 'espace propre associé a ;.

b) Méme question pour Ey = Ker (f — Ao Igs).

c¢) Calculer dim(F; + E»). [Indication : une propriété du cours dit que E; et Ey sont en somme
directe.] En déduire que F; + Ey = R? puis que F; et E, sont supplémentaires.

4. Trouver une base P de R? dans laquelle la matrice D de f est diagonale de la forme D =

di 0 0
<0d20>avecd1§d2§d3.
0 0 ds

5. Déterminer P, la matrice de passage de B a P.
6. En utilisant la relation liant A, D, P et P!, calculer A" pour tout n € N.

Exercice 2 :

Soit f : R?® — R? 'application telle que :
V(z,y,2) €R®  f((x,y,2)) = (v + 2y — 22,3z — 4y + 22,3z — 6y + 42)

1. Déterminer la matrice de f dans la base canonique.
2. Calculer le polynome caractéristique de f et en déduire les valeurs propres de f.
3. Donner une base de chaque espace propre de f.

4. Donner une base de R? dans laquelle la matrice de f est diagonale.

Exercice 3 :
Soit M = P (Al ) P~! une matrice diagonalisable. On note y(x) = det(M — xI,) son
polynome caractéristi\&ue. R
1. Montrer que, pour tout x € R, M — zl, = P < o > Pt
An—a

2. En déduire que x(z) = (A\; — 2)(A\2 — 2)...(\y, — ).
3. Calculer (A1, — M)(A\oly, — M)...( NI, — M).



Exercice 4 :

Soit n € N*. Soit A € M,,(R) une matrice quelconque. Montrer qu'il existe ag, ay, ..., a,z des
réels non tous nuls tels que :

aol, + a1 A+ as A2 + ... + anzAn2 =0

Exercice 5 :

Soit n € N*. Soient f,g : R®* — R"™ deux applications linéaires. On suppose que f et g
commutent : fog=go f.

On note x¢(A) = det(f — Algn) le polynoéme caractéristique de f. On suppose qu'il existe
A1, ..., A des réels tous différents tels que x(Ax) = 0 pour tout k € {1,...,n}.

Pour tout k € {1,...,n}, on note E,{ I’espace propre associé a Ay : E,J: = Ker (f — AgIgrn). Soit,
pour tout k, v, un vecteur non-nul de E,{ :

1. Montrer que, pour tout k, EY = Vect (V).

2. Montrer que, pour tout k, g(vx) € E,{

3. Montrer que, pour tout k, vy est un vecteur propre de g.

4. Montrer qu’il existe une base P de R" telle que MR(f) et ME(g) soient toutes les deux
diagonales.

Exercice 6 :

Déterminer quelles applications nilpotentes u : R®™ — R"™ sont diagonalisables.

On rappelle que u est nilpotente s’il existe d > 1 tel que u¢ = 0 (ot u? désigne la composée de
u avec elle-méme d fois).

[Indication : commencer par trouver quelles peuvent étre les valeurs propres d’'une application
nilpotente.

Exercice 7 :

Soit f : R?* — R? 'application telle que :
V(x,y,z2) € R? flx,y,2) =2 —y — 2z,2x — 3y — 22, —x + 3y + 22)

1. Déterminer la matrice de f dans la base canonique de R3.

2. Calculer le polynome caractéristique de f et en trouver les valeurs propres.

3. Dans cette question, on montrer que f n’est pas diagonalisable. On raisonne par I’absurde
et on suppose quelle l'est. Il existe alors P = (v1, v, v3) une base de R? telle que ME(f) =

AL OO
< 81 )E)Q K > On suppose que Ay < Ay < A3.
3

a) Calculer le polynome caractéristique de f en fonction de A1, Ay, A\3. En déduire que Ay =
Az = 1.

b) On note E; = Ker (f — Igs). Montrer que vy, v3 € E; puis que dim £y > 2.

c¢) Calculer une base de E; et aboutir a une contradiction.

4. Calculer (f — Igs) o (f — Igs). Trouver un élément wy de son noyau qui n’appartient pas a
Er.



5. Trouver ws, un vecteur propre non-nul de f associé a la valeur propre —1.

6. On note w; le vecteur trouvé en 3.c). On admet que S = (wy, we, ws) forme une base de
R3. [Remarque : c’est juste pour éviter de faire le calcul; la démonstration ne présente pas de
difficulté particuliere.] Calculer la matrice de f dans la base S.

7. [Difficile] Pouvez-vous trouver u, g : R* — R3 deux applications linéaires vérifiant les condi-
tions suivantes :

- u est nilpotente

- g est diagonalisable

-u et g commutent : uog=gou

-ut+g=1f ?

[Remarque : pour les applications linéaires de C" dans C", il existe toujours u et g (uniques)
vérifiant ces propriétés. Il s’agit de la « décomposition de Dunford ».]



