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Exercice 1 :

1. On note B = (ey, €2, €3).

f(el) - (1’ -2, 1)7 f(62) = (07 -1, 1)7 f(63) = (07 _674)
AZwin = (45%)

2. det(A — \I3) = (1{; 71(1)7,\ 4&3}\)

On développe par rapport a la premiere ligne :

det(A — AI3) = (1 — \) det ( )
= (1 =N((-1 =M —=1) = (=6).1)
( —)\)()\2—3/\+2)
=(1-NA-1DA-2)=-A-1)2A-2)

Les valeurs propres sont les racines du polynome caractéristique, c’est-a-dire 1 et 2.

a) (f —Igs)(x,y,2) = (x,2x—y—62z,x+y+4z) — (z,y,2) = (0, =22 — 2y — 6z, x + y + 32)
Le noyau est I’ensemble des (z,y, z) tels que —2x — 2y — 6z =0 et x + y + 3z = 0. Ces deux
équations sont les mémes (si on multiplie la deuxiéme par (—2), on retrouve la premiere), on
cherche donc simplement les (z,y, z) tels que :

r+y+32=0

C’est la méme chose que x = —(y + 3z). Les solutions sont les {(—y — 3z,y,2) tq y,z € R} =
Veet {(—1,1,0), (=3,0, 1)}

La famille {(—1,1,0), (—3,0, 1)} est génératrice de F;. Elle est libre : si oy (—1,1,0)+a2(—3,0,1) =
0, alors (—ay — 3aw, o, ae) = 0, ce qui implique oy = g = 0.

Donc {(—1,1,0),(—3,0,1)} est une base de Ej.

b) (f—2Ags)(x,y,2) = (v, 20—y —6z,x+y+42)— (22, 2y, 22) = (—z, —2x—3y—62, r+y+22)
On cherche donc les (x,y, 2) tels que (—z, —2x — 3y — 6z, + y + 22) = (0,0,0). Il faut :

—x =0
—2x —3y—62=0 &
r+y+22=0

=0
Yy = —2z

Les solutions sont donc les (0,—2z,z), c’est-a-dire que Ey = Vect{(0,—2,1)}. La famille
{(0,—=2,1)} est libre : elle possede un seul élément et il est non-nul. C’est donc une base
de Eg.



c) Puisque E; et E, sont en somme directe, dim(E; + Ey) = dim(E, & Ey) = dim(E) +
dim(E,) =2 +1 =3.
Puisque E; + Fy C R? on a (d’apres le cours) dim(FE; + Fy) < dim(R?) = 3, avec égalité si et
seulement si F; + E, = R3. Puisque 1'égalité est atteinte, on a E; + Fy = R3.
Donc E; et Fy sont en somme directe (c’est-a-dire que £y N Ey = {0}) et F; + Fy = R3. Ces
espaces sont donc supplémentaires.
4. On prend v; = (—1,1,0),v9 = (—3,0,1),v3 = (0,—2,1) et on note P = (vy,vq,v3). Clest
une base de R? car il s’agit de I'union d'une base de F; et d'une base de F,, E; et F, étant
supplémentaires.
Puisque vy, vy € Ker (f—1Igs), f(v1) = vy et f(vy) = vy. Puisque vy € Ker (f—21gs), f(vs) = 2vs.
Donc :

?8)

02

ME() = (

OO

5. P = (‘11 o _02)
0 1 1
6. A= MZ(f) = PsMp(f)Bp = PDP~*
Calculons P! par 'algorithme de Gauss.
100 -1-30
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En multipliant les matrices élémentaires, on trouve P~! = (711 n 32>.

3 6
1-1-2
1 3

M~ o~

On a donc :

1 0 0
= (272“1 3—ontl g_3.2n+t1
2n_1 2n—1 3.27-2

Exercice 2 :

1. On note B = (e, e, e3) cette base.

f( ) ( ) 73)7 ( ) (2’_4’ _6)7f(63>:(_27274)
ME() = (312

—4
—6

LW =

2
4



A2 =2
:det( 3 —4-X\ 2 )
3 —6 4-X

-2 2 =2
:det< —4-X\ 2 >
—24X 2—)

—(=24+ N det (132 22) + (2= N)det ('3 _2,)

=(2=XN)(8 =2\ + (2= N (A?+3)X—10)
=2-NAN\+1-2)
=2-NA-1DA+2)

Les valeurs propres sont 2,1, —2.

3. Commencgons par 2.

(f —2Igs)(x,y,2) = (—z + 2y — 22,3z — 6y + 22,3z — 6y + 22)

Le noyau est 'ensemble des (x,y, 2) tels que —x + 2y — 2z = 0 et 3x — 6y + 2z = 0. La matrice
augmentée est ( 5 A 8). On lui applique Gauss.

Ly — Ly + 3Ly ( %)

Ly — —Lo/4( 13

Ly — Ly +2Ly (7 )

Les solutions sont donc les (z,y, z) tels que z = 0,2 = 2y, soit {(2y,y,0)} = Vect {(2,1,0)}.
Une famille & un seul élément non-nul est libre donc {(2, 1,0)} forme une base de Ker (f —21gs).
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On procede de méme pour 1 et —2.
Pour 1, on a (f — Igs)(z,y,2) = (2y — 22,3z — by + 2z, 3x — 6y + 3z).
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,2,2)} = Vect {(1,1,1)}. {(1,1,1)} est une base.
Pour —2, (f + 2Igs)(z,y, 2) = (3x + 2y — 22,32 — 2y + 22,3z — 6y + 62).

3 2 —20
3-2 20
3—-6 6 0

3 2 -20
0-8 8 0
3 2 =20
L2<—L2—L1 0—-4 40
0-8 8 0
3 2 =20
L3+—l@-—2L2<0—44:0>
00 0O



Ly —Ly/4 (§
L1 — Ll — 2L

Ly~ Ly/3 -1
Ker (f + 2Igs) = Vect {(0,1,1)}. {(0,1,1)} est une base.

4. Notons FEy, E1, E_5 les trois espaces propres. Chacun est de dimension 1, d’apres la question
précédente. Puisque 1 + 1+ 1 = 3 = dimR? et puisque les espaces sont en somme directe,
Ey ® E; ® E_y = R3 (voir question 3. de I'exercice 1). Donc I'union d'une base de E,, d'une
base de F; et d’'une base de E_, est une base de R3.

Prenons vy = (2,1,0),v, = (1,1,1) et v3 = (0,1,1). On note P = (v, v, v3). C’est une base de
R3.

Puisque f(v1) = 2v1, f(v2) = vy et f(vs) = —2v3, ME(f) = <§ g _82>-

coocoroe

~ OO~

Exercice 3 :

1.
A1
M —zxI, :P( )P_l — PP !
>\'n
A1
- (P( ) — P(xI,))P!
)\n
A1
:P(< ) —zl,)P?
>\n
Al—x
- p ( ) p1
An—T
2.

x(x) = det (P (Alx AN) P—l)

A —x
= det(P) det(P ') det ( >
An—T

A —x
= det(P) det(P) " det < )
An—2T

A1—x
= det ( )
An—2T

=\ —2)...(\y— 1)

(On a utilisé la formule du déterminant pour les matrices triangulaires supérieures.)



3. Pour tout k& :

Ae—A1

M Ap—Ak—1
/\k]n—M:P()\k]n—( >)P_1:P 0 p1
An

Ak —Akt1

A=A

(ML, — M)...(0 I, — M)

0 Ao—A\1 An—A1
A1—A2 0
:P< : )P*P( . )P%P< . )P—1
. T >\n_)\n71
>\1—)\n >\2—>\n 0

0 A2—A1 An—A1
A1—A2 0 . 1
. . )\ann—l
A1=An A2—An 0
0
P(-_)P—1
0

=0

On a utilisé le fait que, lorsqu’on fait le produit de matrices diagonales, il suffit de multiplier
entre eux les éléments de la diagonale. Comme, a chaque position de la diagonale, il y a un
coefficient nul dans I'une des matrices, les produits des termes diagonaux sont tous nuls.

Exercice 4 :

dim M, (R) = n?. La famille (I,,, A, A%, ..., A"") contient n? + 1 > n? éléments. Elle est donc
liée, ce qui signifie qu’il existe ag, aq, ..., a,2 des réels non tous nuls tels que :

aol, + a1 A+ agA? + ...+ a2 A" =0

Exercice 5 :

1. On sait que EY, ..., Ef sont en somme directe donc dim Ef +...+dim Ef = dim(E/ .. ®FEf) <
dim(R") = n.

Comme dim E,{ > 1 pour tout k (chaque E,{ contient au moins un élément non-nul, vy ), on doit
avoir dim Bf = ... = dim Ef = 1.

Puisque vy, € E,{ , Vect (vy) C E,{ et les deux ensembles sont égaux si et seulement si dim Vect (vy) =
dim E/. Or dim Vect (v;) = 1 ({vx} est une famille libre et génératrice, c’est une base) et
dim E/ = 1. Donc Vect (v;) = Ej.

2. f(g(ve)) = (fog)(vr) = (gof)(vr) = g(f(vk)) = g(Avr) = Axg(vk). Donc (f=Alrn)(g(vr)) =
f(g(ve)) = Arg(or) = 0.

3. Puisque E{ = Vect (vg) et g(vg) € E,{, c’est un multiple de vy, : il existe ui € R tel que
g(vg) = prvg. Donc vy est un vecteur propre de g pour la valeur propre fi.



4.V = {v1,...,vn} est une base de R" (c’est une famille libre car les B sont en somme
directe donc une base car elle contient n éléments). En définissant les p, comme a la question

précédente :
A1 M1
Mmin=("- ) mo=( )
An Hn

Soit u nilpotente. Soit A une valeur propre et x # 0 un vecteur propre associé. Alors u(zr) = Az,
u?(x) = u(Ar) = du(z) = Nz, ..., ul(z) = Nz,

Puisque u¢ = 0 mais x # 0, il faut avoir A¢ = 0 donc A = 0.

Donc la seule valeur propre de u est 0. Donc si u est diagonalisable et si P est une base telle
que M7 (u) est diagonale, tous les coefficients de la diagonale doivent étre nuls : Mp(u) = 0.
Donc v = 0.

L’application nulle est la seule application nilpotente diagonalisable.

Exercice 6 :

Exercice 7 :

1. Notons B = (eq, €3, €3) la base canonique.

f(el) = (27 27 _1>7 J;(te) :1 (_17 _37 3)7 f(e?)) = <_17 _27 2)

Donc ME(f) = (_2 -3 72>.

2. On soustrait la deuxieme colonne a la troisieme puis on développe par rapport a la troisieme
colonne.

Xr(A) = det (MZ(f) — Ms)
= det (2?\ 7;,\ :é )
“1 03 2-A

2-x -1 0
= det( 2 —3-)\ 1+ )
-1 3 —1-x

= (14N det (2 3') + (=1 =N det (331 515) ==L+ ((5=3)) + (X +A—4))
=—(1+A)N\ =21 +1)
= —(A+1)A—1)

Les valeurs propres sont les A telles que x;(A\) = 0, c’est-a-dire 1 et —1.
3. a)

— det (Mﬁ(f)-A(é

M-\ 0 0
= det( 0 X=X 0 )
0 0 As—A\

= ()\1 - )\)0\2 - )\)()\3 - )\)

D’apres la question 2., x(A) = —(A+1)(A—1)2. On doit donc avoir (A\; —A\)(Aa —A)(A3— ) =
(=1 =X (1=XN)(1-=N).



DODC {)\1,)\2,)\3} = {—1, 1, 1} et comme )\1 S )\2 S )\3, )\1 = —1, )\2 = )\3 =1.

b) Les coordonnées de f(vq) dans la base P sont (0, A2,0) (la deuxiéme colonne de M7 (f))
donc f(vg) = 0.v1 + Ag.vg + 0.v3 = Agvy = v9. De méme, f(v3) = vs.

Donc vy, v3 € Ker (f — Igs) = Ej.

{vq,v3} est une famille libre (car {vy,ve, v3} l'est donc, si avs + fuz = 0, on a aussi 0.v; + awvs +
Pus =0et 0 =a = =0). Donc c’est une base de Vect (vg, v3) et dim Vect (vg, v3) = 2.
Puisque vq, v3 € Ey, Vect (vg,v3) C E; done 2 = dim Vect (vg, v3) < dim Ej.

o) (f = Ies)((z,y,2) = (x —y — 2,20 — 4y — 22, —x + 3y + 2)

On cherche les (z,y, 2) tels que :

r—y—2z=0
20 — 4y — 2z =0
—r+3y+z=0

. i o . 1 -1-10 . .
La matrice augmentée associée a ce systeme est ( 2 42 8). On lui applique Gauss.

L3<—L3+L1<(2)—4—20>
L2<—L2—2L1 §

—_

PN
——

OO0 oo | cooso !
coco
\—/

L1<—L1+L2<

Les solutions sont donc les (x,y, z) tels que x —z = y = 0. Donc Ker (f —Is) = {(2,0,2) tq z €
R} = Vect {(1,0,1)}. Puisque {(1,0,1)} est libre (famille & un seul élément non-nul), c’est une
base de E;.

Puisque la base a un seul élément, dim F; = 1 < 2. C’est en contradiction avec 3.b).

4. (f —Ip3)((x,y,2)) = (r —y — 2,20 — 4y — 2z, —x + 3y + z) donc :
(f =Irs) o (f —Ips) = ((x —y—2) = 2z —dy —22) — (—x+ 3y +2), 2x—y—2)—42r -4y —22)
= (0, —4x + 8y + 42,4z — 8y — 42)

N—

Cherchons une base du noyau. Le noyau est ’ensemble des (z,y, z) tels que 4z — 8y — 4z = 0,
c’est-a-dire z = 2y+2z. Donc Ker (f—1Igs)? = {(2y+2,y, 2) tq v,z € R} = Vect {(2,1,0), (1,0,1)}.
Donc (2,1,0) est un élément de Ker (f — Igs)?. Puisqu’il n’est pas de la forme (z,0,z2), il
n’appartient pas a F; (on a vu en 3.c) que tous les éléments de E) étaient de la forme (z,0, 2)).
On prend donc wy = (2,1,0).

5. On cherche donc ws tel que f(ws3) + ws = 0.

Puisque (f + Igs)((x,y,2)) = Bz —y — 2,2z — 2y — 2z, —x + 3y + 32), on cherche (x,y, 2) tel
que :

3r—y—2=20
20 — 2y — 22 =0
—x+3y+3z=0



D =
[e=fe)e)

3 -1
La matrice augmentée associée est ( 2 -2 > On lui applique 'algorithme de Gauss.

-13 30
Ly~ L3, | 2 —2-20

—
w

3 -1-10

-1 3 30
L29L2+2L1,< 0 —41—418>
—-1330
L3<—L3+3L1,( 0 §§8>
—-1330
L In/4 (Y 118)
—-1330
Lo da =80, (g 441)
—-1000
Ly L= 3L, (3 §06)
LlH—L1,<é?(1)8>
0000

Les solutions sont donc les (z,y, 2) tels que x = 0, y+2z = 0. Donc Ker (f+1Igs) = {(0,—z,2) tq z €
R} = Vect {(0,—1,1)}. Donc w3 = (0, —1,1) est un choix possible.

6. w; = (1,0,1), wy = (2,1,0), w3 = (0,—1,1).

flwr) = wy

f(w2) = (37 L, 1)

On veut f(wsp) = awy + Pwy + yws. 11 faut avoir :
(3?171) = (Oé+2ﬁ,ﬂ—")/,04+’}/)

On résoud et on trouve a« = =1, vy =0.
Donc f(wq) = 1wy + Lawg + 0.w3
f(ws) = —ws

La matrice est donc MSE(f) = (é (215 _81 >

7. Soient u, g les applications linéaires dont les matrices dans la base S sont :
S S 010
M) = (338) M =(339)

(On pourrait calculer leurs expressions dans la base canonique si on le souhaitait mais on va
s’en dispenser ici.)
Les propriétés demandées sont bien vérifiées :

010

2
- u est nilpotente : MS(u?) = MS(u)? = (8 0 8) = (8 §§ . Donc u? = 0.
- g est diagonalisable puisque, par définition, sa matrice dans la base S est diagonale.

- w et g commutent : M§(uo g) = ME(MS(g) = (§5§) = ME(@IMS(w) = MS(gow).
“u+ g = f car M(u+g) = M§(u) + M§(g) = M3(f).

[e=]



