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Exercice 1 :
1. Voir cours.

2. R est un R-espace vectoriel : I’addition de deux réels est associative, commutative et admet
un élément neutre (0). De plus, chaque élément a un symétrique pour cette loi (le symétrique
de x étant —z). La multiplication est associative et, pour tout = € R, 1.z = z. De plus, la mul-
tiplication étant, sur R, distributive par rapport a I’addition, les deux axiomes de distributivité
sont vérifiés.

M, (R) est un R-espace vectoriel : 'addition est associative, commutative et admet un élément
neutre (la matrice nulle). De plus, chaque élément M a un symétrique pour l'addition, —M.
La multiplication des scalaires vérifie a(GM) = (af)M et 1.M = M. De plus, pour tous
a,B€R, A, B € M,(R), on a vu dans le cours sur les matrices que (o + §)A = aA + A et
a(A+ B) =aA+ aB.

{f:R—=TRtq :E1—1>r—l{100 f(z) = 0} est un R-espace vectoriel. En effet, il est inclus dans ’ensemble

des fonctions de R dans R, F(R,R), qui est un espace vectoriel. Il est stable par addition :
si fi = 0 en +o0 et fo — 0, alors f; + fo — 0. Il est aussi stable par multiplication par un
réel :sia € Ret f — 0en 400, af — al = 0 en +00. De plus, il est non-vide (il contient en
particulier la fonction nulle). C’est donc un sous-espace vectoriel de F (R, R) et, en particulier,
il s’agit d’un espace vectoriel.

{f:R—=Rtq xEIJPOOf(x) = 1} n’est pas un R-espace vectoriel. En effet, il n’est pas stable par

addition : si f{ — len +ooet fo — 1, fi+ fo — 2 # 1.

{f:R — R tq f est 1-périodique} est un R-espace vectoriel. En effet, il est inclus dans ’espace
vectoriel F(R,R). Il est stable par addition : si f; et f, sont 1-périodiques, fi + fo l'est aussi
(pour tout x, (fi+ fo)(x+1) = fi(x+1)+ fa(x+1) = fi(x)+ fo(z) = (fr+ f2)(x)). Il est aussi
stable par multiplication par un réel : si f est 1-périodique et « est un réel, af est 1-périodique
(pour tout z, (af)(z+1) = af(x +1) = af(z) = (af)(z)). Il est non-vide car il contient
en particulier la fonction nulle. C’est donc un sous-espace vectoriel de F(R,R); en particulier,
c’est un espace vectoriel.

{(t1,....,tn) € R"tqt; + ... + t, = 0} est un R-espace vectoriel. En effet, il est inclus dans
I’espace vectoriel R™. Il est stable par addition :

Sity+..+t,=0ett)+...4t, =0
alors (t; +t)) + ...+ (t, +1,) =0



Il est stable par multiplication par un réel :

Siti;+..+t,=0etaeR
alors (aty) + ... + (at,) = a(ty + ... +t,) =0

Il est non-vide car il contient en particulier (0, ...,0). C’est donc un sous-espace vectoriel de R™.
Il s’agit donc aussi d'un espace vectoriel.

{(t1,....,tn) € R"tqt; X ... x t, = 0} n’est pas un R-espace vectoriel si n > 2. En effet, il
contient (0,1,...,1) et (1,0,1,...,1) mais pas leur somme, (1,1,2,...,2). L’addition ne définit
donc pas une loi « interne ».

Exercice 2 :

1. V1 est inclus dans M,(R).

Vi est non-vide : il contient par exemple la matrice nulle.

Vi est stable par addition : si (¢4) € Viet (%) € V4, lasomme (25) + (% 5) = (“7% 4th)

appartient aussi a V; car (a+a')+ (b+0)+(c+)+(d+d') = (a+b+c+d)+(a'+V + +d') = 0.

Vi est stable par multiplication par un réel : si (¢4) € V; et a € R, le produit o (¢ %) = (22 25)

appartient aussi a V; car aa + ab+ ac+ad =ala+b+c+d) =0.

V1 est donc un sous-espace vectoriel de My (R).

2. Vs est inclus dans V; :si (% %,) € Vs, alors (% %) € Vi puisque a+b—b—a=0.

V4 est non-vide : il contient par exemple la matrice nulle (¢ = b = 0).

V5 est stable par addition : si (% %) € V; et (_al;, _b;,) € Vs, la somme (% %)+ (_‘11'), _b:l,) =

( ab+al;/ b+b//) _ ( (a+a’) (b4
—b—b' —a—a —(b+b") —(a+a’)

V4 est stable par multiplication par un réel : si (_“b _ba) e Vo et a € R, le produit « (_‘1,) b ) =

< (aa) (ab)
(ab) —(aa

V5 est donc un sous-espace vectoriel de V.

) appartient aussi a V5.

)> appartient aussi a V5.

Exercice 3 :

Notons Vj = {x — Asin(z + ¢) tq A\, ¢ € R} et Vo = {avcos+Fsin tq «, 5 € R}.

Nous allons d’abord démontrer que V; = V5. Nous montrerons ensuite que V5 est un sous-espace
vectoriel de F(R,R), ce qui démontrera que V] est aussi un sous-espace vectoriel de F(R, R).

Pour montrer que Vi = V5, il faut montrer que V; C V5 et Vo C V;.

- Vi C V41 Soit f € V1. On va montrer que f € V5. Soient A, ¢ € R tels que f(z) = Asin(z + ¢).
Pour tout z € R, Asin(z + ¢) = Asin(¢) cos(x) + Acos(¢)sin(z) donc la fonction f : z —
Asin(x + ¢) est égale a la fonction (Asin(¢)) cos +(A cos(¢)) sin. Elle appartient donc a Vs.

- Vo C Vi Soit f € Vo, On va montrer que f € V;. Soient «, § € R tels que f = acos + sin.
On pose A = v/(a? + 3%),a' = a/)\, 3 = B/\. Alors :

oF + 52 1
a? + 32

Le nombre complexe ¢ = 3’ 4 i’ est de module 1, puisque o’? + 3? = 1. Il s’écrit donc sous

la forme e pour un certain réel # € R. On a alors ' + ia/ = € = cos(f) + isin(f), ce qui
implique que 3" = cos(#) et o’ = sin(0).

o/2+ﬁ’2 — (a2+ﬁ2)/)\2:




Pour tout z € R :
acos(x) + fsin(z) = A’ cos(x) + A3 sin(z) = A\(sin(0) cos(z) + cos(f) sin(x)) = Asin(z + 0)

Donc la fonction f = v cos+sin est égale a la fonction x — Asin(z + 6), qui appartient a V;.
Donc f appartient a V.

On a montré que V; = V5. On termine I'exercice en montrant que V5 est un sous-espace vectoriel
de F(R,R).

- V5 est non-vide : il contient la fonction nulle (o = 5 = 0).

- V5 est stable par addition : si f; = acos+8sin et fo = o’ cos +' sin sont deux éléments de V5,
alors la fonction f; + f> est aussi un élément de V5 puisque fi + fo = (o + /) cos +(5 + (') sin.
- V5 est stable par multiplication par un réel : si f = a cos+3sin est un élément de V5 et A est
un réel quelconque, \f = (Aa) cos +(AF) sin est aussi un élément de V5.

Exercice 4 :

1. Il faut montrer que les huit axiomes des espace vectoriels sont vérifiés.

Les quatre axiomes relatifs a la loi interne (associativité, commutativité, existence d’'un élément
neutre, existence d’'un symétrique) sont vérifiés : en effet, 4+ vérifie ces quatre axiomes puisque
V', muni des lois 4+ et X, est un C-espace vectoriel, donc + doit vérifier les quatre axiomes.
Démontrons que les deux axiomes relatifs a la loi externe sont vérifiés. Soient A\, u € R quel-
conques et v € V. Il faut montrer que (Ap) Xg v = A Xg (g Xg v). Cette égalité est vraie si A
et p appartiennent a C car :

(M) xpv=(Ap) Xxv=AX (uxXv)=AXg (1 Xg0)

L’égalité du milieu est vraie car x est la loi externe du C-espace vectoriel V' donc vérifie les
deux axiomes relatifs a la loi externe.

Montrons le deuxieme axiome, c¢’est-a-dire montrons que, pour tout v € V, 1 xg v = v. Par
définition, 1 xgv = 1 X v et, puisque x vérifie les axiomes relatifs a la loi externe d’un C-espace
vectoriel, 1 x v =wv, donc 1 Xxgv =1 X v.

Démontrons que les deux axiomes de double distributivité sont vérifiés. Soient A\, u € R et
u,v € V. Il faut montrer que (A4 ) Xgu = AXpu+puXgu et que AXg (u+v) = AXgpu+ A Xgv.
Ces deux égalités sont vraies car :

A+ p)xpu=A+p)Xu=AXu+pXu=\AXpu+ i Xgu
AXR (Uu40)=AX(u+v) =AXU+AXUV=AXRguU+ A Xgv

2. L’ensemble M,,(C) est un C-espace vectoriel pour les lois + et x usuelles sur les matrices :
+ est la somme de deux matrices et X est la multiplication d’un matrice par un scalaire.

Si on définit la loi Xg comme a la premiere question, cette loi est la multiplication d’une matrice
complexe par un scalaire réel : A xg A est la matrice dont le coefficient (i, ) est A\A;;.

D’apres la premiere question, M,,(C) est un R-espace vectoriel pour les lois + et Xg.

Exercice 5 :



1. On utilise 'algorithme de Gauss (sans noter les matrices élémentaires a chaque étape puis-
qu’on n’en a pas besoin dans la suite).

2 0
L3<—L3+2L1,<10—1—1—20>
3-5 8 110
1-1-3 2 0
Lo+— Lo— Ly, (01 2 —3-40
0-3-58 110
1-1-32 20
Ly« Lyg+3Ly, ({01 2 —3-40
00 1 -1-10
1-10-1-10
Ly — Ly+3L3,(012-3-40
00 1-1-10
1-10-1-10
L2<—L2—2L3, 01 0-1-20
001-1-10
100-2-30
L1<—L1—|—L2, 010—1—20
001—-1-10

. 100

La matrice échelonnée réduite associée est donc (8 (1) (1)
0—2 —

0 -1 —

11—

N 1 -1-32 20 10
2. Notons A = ( 10 —1—1—20) et Uy = <01

o \=2-114 70 0
matrice inversible telle que M ;A = U;.

De la méme fagon que dans 'exercice 3 du précédent TD, (u, v, w, z,y) est solution du systeme
—1

) =0 siet
u u 1
seulement si UA<1£> :Mﬁfl(?g’) =0.
2 e

La matrice Uj; ne comporte pas de ligne dont tous les éléments seraient nuls sauf le dernier.
Il existe donc une solution. Les variables u, v, w sont essentielles (car il y a un pivot dans les
colonnes 1,2 et 3 de U;) mais les variables x et y sont libres (car il n’y a pas de pivot dans les
colonnes 4 et 5). D’apres le cours, il y a donc une infinité de solutions au systeme.

Déterminons les (u, v, w, z,y) tels que Uj ( ) =0:

u—2x—3
Ui ( ) = ( ’U—x—2yy>
wW—T—Y

Pour que (u, v, w,x,y) soit solution du systeme, il faut et il suffit d’avoir :

lesgee

v
d’équations si et seulement si A ( T ) = 0. Et puisque M ; est inversible, A (
y

<
<

Jeagee

lesgeer

—_

u=2x+ 3y v=x+ 2y w=zx+Yy

Les solutions sont donc tous les quintuplets de la forme (22 +3y, x 42y, 4y, z,y) avec z,y € R.

3. V est non-vide car il contient (0,0,0,0,0).

V' est stable par addition : soient a et b deux éléments de V' ; on va montrer que a+ b appartient
aussi a V. D’apres la question précédente, il existe x,y, ',y tels que a = (2 + 3y, = + 2y, +
y,z,y) et b= 22/ +3y, 2’ + 2y, '+ v, 2", y). Alors a+b = (2(x+2')+3(y+v'), (z+2') +2(y+
Y),(z+2)+ (y+y), (x+2),(y+v)). Il est donc de la forme trouvée au 2. (pour x = = + 2
et y =y +y') et est une solution de I’équation, donc un élément de V.



V' est stable par multiplication par un scalaire : soit @ un élément de V et A € R; on va
montrer que Aa appartient a V. D’apres la question précédente, il existe x,y tels que a =
(22 4+ 3y, + 2y, + y,z,y). Alors Aa = (2(Az) + 3(Ay), (Az) + 2(\y), (Az) + (Ay), (Ax), (Ay)).
Il est donc de la forme trouvée au 2. (pour x = Az et y = Ay) et est une solution de I’équation,
donc un élément de V.

4. On note V' = {Xe; + pes tq A, € R}. On veut montrer que V' = V’. 1l faut donc montrer
queVcVetV CV.

vV c V' :si(u,v,w,z,y) € V, alors, d’apres la question 2., (u,v,w,z,y) = (2z + 3y,x +
2y, +y,x,y) = 2z, 2, 2,2,0) + (3y,2y,y,0,y) = x(2,1,1,1,0) + y(3,2,1,0,1) = ze; + yey
donc (u,v,w,z,y) € V'.

V' C V :siXep + peg est un élément quelconque de V') alors Aey + pea = (2A + 3, A+ 2p, A +
i, A, 1) done est de la forme trouvée au 2., pour x = X et y = . Donc ey + pes € V.

Exercice 6 :

-4 -12 -7 1 -2 3 1
-1 -3 -2 -1 3 -1)=10
1 2 1 1 -4 0 0

1 -2 3

000 4 6 2
i32)=(1 5 14 |=A
2142 —4 —12 -8
. : " 00 0\" 1 e o .
3. On utilise le fait que A" = B 010 B~". On utilise également le fait qu’élever une matrice
diagonale a la puissance n revient a élever a la puissance n chacun des coefficients situés sur la
. 00 0\" 0™ 0 0 0 O 0 X
diagonale : (0 -1 0> = < 0 (=)™ 0 ) = (0 (=H™ o > (si m > 1 seulement, car 0° = 1).
00 2 0o o o» 0 0 2

Donc :

0 0 0 1 1 -2 3 0 0 0
A"=B <0 (=)™ 0 ) B = <—1 3 —1) (—(—1)n —3.(=1)" —2.(_1)n>
0 on

1 -40 2n 2.2n

2.(=1)"43.27 6.(=1)"46.27 4.(—1)"+3.27
= [ —3.(=1)n—2" —9.(—1)"—2.2" —6.(—1)"—2"
( 4.(=1)" 12.(=1)" 8.(—1)" )

Exercice 7 :

1. 11 faut montrer que, si B € M, (R) est une matrice quelconque, alors A commute avec B.
Soit donc B quelconque.

AB=M,xB=AB=BxA=Bx1I,x\A=Bx(A,) =BA
Donc B commute bien avec A.
2. a) (B A),; = S B A,
=1

Par définition, Ei(lkk) =0sii#koul #ket Ei(lkk) =1sii=1= k. Doncsii# k, tous les
Ei(lkk)Alj sont nuls et (EkkA)ij = 0. Si ¢ =k, tous les Eflkk)Alj sont nuls sauf pour [ = k donc
(B®DA); = BRP Ay = Ay = Ay,

Donc (E*MA); = 0sii# ket (E®DA),; = Ajjsii=k.



EFOA = Ay ... Apn | < ligne k

0o ... 0

Le calcul de (AE®®);; est similaire. On trouve cette fois que (AE®)),; = 0 si j # k et

0 A 0
AE®R) = :
0 Ak 0
7
colonne k

Puisque A commute avec E*F) EF) A = AEKF) Soit, [ tel que | # k. Alors (AE® ), = 0,
puisqu’on a vu que (AE**),; = 0 si j # k. De plus, (E**),, = Ay. Done, comme (AE®R),, =
(E®R) A)yy, Ag = 0.

b) Les calculs sont similaires a ceux effectués a la question a). On trouve les résultats suivants.
(E(kl)A)” =0sit 7é k et (E(kl)A)U = Alj sii=k.

Puisque A commute avec E®) (E®) A) = (AE®)),. Or (E®A)y = Ay et (AEF))y = Ay
Donc Akk = All-

c) D’apres la question a), la matrice A est diagonale : si k est un entier et [ # k, alors Ay = 0.
D’apres la question b), tous les coefficients sur la diagonale sont égaux : si k # [, Agx = Ay Si
on pose A = A = Ay = ... = A,,,, on adonc A = \I,.
Exercice 8 :
1. (MUB)kj = Z(Ma)lelj = Ba(kz)j car (Mo)kl =0sil 7& O'(k?) et 1sil= O'(IC)
=1
La k-ieme ligne de (M, B) est donc la o(k)-ieme ligne de B.
2. a) Etape 1 : i = 2

0-100
Ly L= L () 14
0001

Etape 2 : 15 =3
0011
L1<—L1+L37((1]%%(1)>
0001
001 1
L2<—L2—L3,(é?[1)_11>
000 1



905 %
L1<—L1—L4, 01171
000 1
2000
Ly— Lo+ Ly {9711
0001
2950
Ly —Ls—La (5110
0001

b) Pour k = 0, c’est vrai : au début de l'algorithme, il y a n lignes, qui ont toutes leurs zéro
premiers éléments nuls.

Si c’est vrai pour k, démontrons-le pour k£ + 1. Soit [ < k + 1 quelconque. On va distinguer les
casl<ketl=k+1.

Sil <k :Soient Iy, ..., I, les indices des lignes dont les [ premiers éléments sont nuls apres la
k-ieme étape. D’apres I'hypothese de récurrence, il y en a au moins n — [. L’'indice 45y, s’il
existe, fait partie des I, puisque A;z41; = 0 si j < k4 1, donc en particulier si j < [. Apres
la k + 1-eme étape, la ligne d’indice I, vaut soit L;, (si r > ix4q, elle n’est pas modifiée) soit

A
I, — Awk g
Iy Aij g k41

nuls, la nouvelle ligne d’indice I, a aussi ses [ premiers éléments nuls. En d’autres termes, si
une ligne a ses [ premiers éléments nuls avant la k£ + 1-eme étape, elle a toujours ses [ premiers
éléments nuls apres 'étape. Donc il y a toujours au moins n — [ lignes dont les [ premiers
éléments sont nuls.

Sil=Fk+1:soient [,..., I les indices des lignes dont les k& premiers éléments sont nuls apres
la k-eme étape. Il y en a au moins n — k, par hypothese de récurrence.

Si ig41 n'existe pas, chacune des lignes d’indice I, a ses (k + 1) premiers éléments nuls (sinon,
I, vérifierait A;, j = 0si j < k et Aj x # 0 donc 4,41 existerait). Dans ce cas, la (k + 1)-eme
étape ne modifie pas la matrice donc les lignes d’indice I, auront encore leurs (k + 1) premiers
éléments nuls apres la (k + 1)-eme étape. Comme elles sont au moins n — k > n — (k + 1),
I’hypothese de récurrence sera vérifiée.

On suppose donc maintenant que ;1 existe.

Pour tout r tel que I, > i1, la ligne I, a ses k + 1 premiers éléments nuls. En effet, sinon,
puisque elle a ses k premiers éléments nuls, elle aurait son k + 1-eme élément nul. I, serait alors
un entier plus grand que ;. vérifiant :

Puisque les lignes L; et L;, , ont toutes les deux leurs [ premiers éléments

Tht1 Tk+1

A[ﬁj =0 Sl] <k+1et Afr,k-i—l 7é0

C’est en contradiction avec la définition de 75,1, qui est le plus grand entier a vérifier cette
propriété.

Pour tout r tel que I, > i1, la ligne I, n’est pas modifiée pendant la k + 1-eme étape (seules
sont modifiées les lignes d’indice [ < ix11). Les lignes d’indice Ig > i1 ont donc toujours leurs
k 4+ 1 premiers éléments nuls apres la (k + 1)-eme étape.

Pour tout r tel que I, < i1, la ligne I, a ses (k+ 1) premiers coefficients nuls apres la (k+1)-

Aq kt1
. L

eme étape. En effet, apres la (k 4 1)-éme étape, la ligne I, vaut Ly, — Comme les

; Tht1”
it 15k +

lignes Ly, et L;, ,, ont leurs k premiers coefficients nuls, la nouvelle ligne d’indice I, aura aussi
ses k premiers coefficients nuls. De plus, la nouvelle ligne d’indice I, aura pour (k + 1)-éme



y A : :
élément Aj py1 — 7= A, k+1 = 0. Cette nouvelle ligne aura donc ses (k + 1) premiers

igg1:k

éléments nuls.

Apres la (k+1)-eme étape, toutes les lignes d’indice I, auront donc leurs £+ 1 premiers éléments
nuls, sauf si I, = ix,1. Le nombre de lignes dont les k + 1 premiers éléments seront nuls sera
donc au moins (n — k) — 1 = n — (k4 1), ce qui démontre I'hypotheése de récurrence au rang
kE+1.

La matrice /1 est celle obtenue apres 1’étape n. Elle vérifie donc I’hypothese au rang n : pour
tout [ < m, A contient au moins n — (n — [) = [ lignes dont les n — [ premiers éléments sont
nuls.

¢) On va montrer que chaque matrice F; est triangulaire supérieure. Le produit M, sera alors
aussi une matrice triangulaire supérieure, puisque le produit de plusieurs matrices triangulaires
supérieures est aussi une matrice triangulaire supérieure (exercice 5 du précédent TD).

Soit donc s € {1,...,T}. La matrice E; est associée a une transvection de la forme L; «
L, —alL;,, avec | < i, et a= 2:’1.

Les coefficients de E sont donc tous nuls, sauf les coefficients sur la diagonale de E, qui valent
1, et le coefficient (Ej);;,, qui vaut —a. Puisque | < i, tous ces coefficients non nuls sont

au-dessus de la diagonale donc FE est triangulaire supérieure.

d) La définition est correcte : d’apres la question b), pour tout | < n, A contient au moins
[ lignes dont les n — [ premiers éléments sont nuls. Il y a donc au moins une ligne dont les
n — 1 premiers éléments sont nuls : o(n) est bien définie. Ensuite, pour tout k < n, il y a au
moins n — (k — 1) =n — k4 1 lignes de A dont les k — 1 premiers éléments sont nuls. Puisque
I'ensemble {o(k + 1),...,0(n)} contient seulement n — k éléments, il existe au moins une ligne
dont les £ — 1 premiers éléments sont nuls mais dont 'indice ne fait pas partie de I’ensemble
{o(k+1),...,0(n)}. On peut donc choisir pour o(k) I'indice de cette ligne : o(k) est bien définie.
La fonction o : {1,...,n} — {1,...,n} est injective puisque, pour tout k et tout | > k, o(k) #
o(l), ce qui implique (quitte & échanger k et [) que o(k) # o(l) pour tous k, [ tels que k # .
L’ensemble {o(1),...,0(n)} contient n éléments, puisque o est injective donc les o (k) sont tous
différents. Puisque cet ensemble est inclus dans {1,...,n}, qui contient aussi n éléments, il lui
est égal : {o(1),...,0(n)} ={1,...,n}. Donc o est surjective.

La fonction o est bijective, c’est donc une permutation.

e) La k-eme ligne de M, A est la o(k)-eme ligne de A. Par définition de o(k), ses k — 1 premiers
éléments sont nuls.

Dongc, pour tout [ < n, les [ — 1 premiers éléments de la [-eme ligne de M, A sont nuls, ce qui
veut dire que (Mgfl)ls =0 si s < [. La matrice MUA est donc triangulaire supérieure.

f) M,-1M, =1,

En effet, (M,-1M,)i; = > (My-1)u(M,);;. Pour que (My-1);(M,);; soit non-nul, il faut que
]
[ = o07%i) et j = o(l). On doit donc avoir j = o(c7!(i)) = i. La matrice M,-1 M, est donc

diagonale. De plus, si i = j, il existe un seul [ tel que (My-1)y(M,);; # 0 (c’est | = o—1(7)).
Dans ce cas, (My-1)i(My);; = 1. Chacun des coefficients sur la diagonale de M,-1 M, vaut donc
1.

On a donc M,1Ty = M,-1 M, A = A.



g) M4 est un produit de matrices inversibles. Elle est donc inversible.
My Ty =TyA= M"A=M;"MsA=A
Les matrices T} et T5 sont triangulaires supérieures et M,-1 est une matrice de permutation.



