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TD : Algebre

Exercice 1 :
Dans chacun des trois cas suivants, dire si F; et Ey sont supplémentaires.

[Remarque : on pourra admettre que les familles génératrices données pour E; et Es en consti-
tuent des bases.]

1. F; = Vect { <%> , <j1)3> } , Fs = Vect {(%) } supplémentaires dans R3?

2. B, = Vect {(%) , (:}»)} , By = Vect {(él >} supplémentaires dans R? ?
3. By =Vect {( 4 9),(48)}, B2 = Vect {(% 1), (% %)} supplémentaires dans My (RR) ?

Exercice 2 :

Soit E un R-espace vectoriel de type fini. On note n la dimension de E.
Si H est un sous-espace vectoriel de F, on dit que H est un hyperplan si dim H = n — 1.

1. Soient V' et H deux sous-espaces vectoriels de E. On suppose que H est un hyperplan.

a) Montrer que dim(V N H) = dim(V) 4+ dim(H) — dim(V + H).

b) Montrer que dim(V N H) > dim(V) — 1.

2. Soit k € N*. Soient Hy, ..., Hy des hyperplans de E. Montrer que dim(H;NHyN...NH}) > n—k.

3. Soient f1, fa, ..., fr € L(E,R). On suppose que, pour tout s < k, fs # 0.

a) Montrer que, pour tout s < k, dim(Im f;) > 0. En déduire que dim(Im f;) = 1.

b) A Paide du théoreme du rang, montrer que Ker f, est un hyperplan.

¢) A l'aide de la question 2., montrer que, si k < n, il existe z # 0 tel que fi(z) = fo(z) = ... = 0.
4. Dans cette question, on démontre d'une facon un peu différente le résultat précédent. Soient
toujours fi, ..., fr € L(E,R).

a) Soit :

Rk

¢o: E
x (fr(@), ..., fu(@))

—
—

Montrer que ¢ est une application linéaire.
b) En utilisant le théoreme du rang, montrer que dim(Ker¢) > n — k.
¢) Retrouver le résultat de la question 3.c).

Exercice 3 :

Soit f: (z1, 22, 73) € R® — (=19 + 23,71 — T3, —T1 + X2).

On note € = (ey, €9, €3) la base canonique de R3.

1. Déterminer la matrice de f dans la base canonique, M&(f).
2. Soient v; = (1,0,1), v, = (1,1,1),v3 = (1,0, 2).

a) Montrer que B = (vy,v9,v3) est une base de R3.



b) Ecrire la matrice de passage de £ a B, qu’on note P.
c) Calculer P71,

3. Déterminer la matrice de f dans la base B, ME(f).



