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Exercice 1 :

Dans chaque question, on utilisera la propriété selon laquelle deux sous-espaces vectoriels sont
supplémentaires si et seulement si, en considérant l’union d’une base du premier espace et d’une
base du deuxième, on obtient une base de l’espace total.

1.
{(

1
2
1

)
,
(

0
1
−3

)}
est une base de E1 et

{(
2
4
3

)}
est une base de E2. Les espaces E1 et E2 sont

donc supplémentaires si et seulement si
{(

1
2
1

)
,
(

0
1
−3

)
,
(

2
4
3

)}
est une base de R3.

L’espace vectoriel R3 est de dimension 3. Une famille à 3 éléments de R3 est donc une base si

et seulement si elle est libre (propriété du cours). La famille
{(

1
2
1

)
,
(

0
1
−3

)
,
(

2
4
3

)}
est donc une

base si et seulement si c’est une famille libre de R3.
Déterminons donc si cette famille est libre. Il faut savoir s’il existe λ1, λ2, λ3 ∈ R qui ne soient
pas tous les trois nuls tels que :(

0
0
0

)
= λ1

(
1
2
1

)
+ λ2

(
0
1
−3

)
+ λ3

(
2
4
3

)
=
(

λ1+2λ3
2λ1+λ2+4λ3
λ1−3λ2+3λ3

)
Résolvons donc le système d’équations suivant :

λ1 + 2λ3 = 0

2λ1 + λ2 + 4λ3 = 0

λ1 − 3λ2 + 3λ3 = 0

La matrice augmentée associée est
(

1 0 2 0
2 1 4 0
1 −3 3 0

)
. Appliquons-lui l’algorithme de Gauss :

L2 ← L2 − 2L1,
(

1 0 2 0
0 1 0 0
1 −3 3 0

)
L3 ← L3 − L1,

(
1 0 2 0
0 1 0 0
0 −3 1 0

)
L3 ← L3 + 3L1,

(
1 0 2 0
0 1 0 0
0 0 1 0

)
L1 ← L1 − 2L3,

(
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

)
Toutes les variables sont essentielles. La solution du système est donc unique. Puisque λ1 =
λ2 = λ3 = 0 est solution, c’est la seule solution et la famille est libre. E1 et E2 sont donc
supplémentaires.

2.
{(

0
−1
−1

)
,
(

1
3
1

)}
est une base de E1 et

{(
−1
0
3

)}
est une base de E2. Les espaces E1 et E2 sont

donc supplémentaires si et seulement si
{(

0
−1
−1

)
,
(

1
3
1

)
,
(
−1
0
3

)}
est une base de R3.
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Puisque R3 est de dimension 3 et puisque cette famille a 3 éléments, c’est une base si et
seulement si elle est libre. Cherchons donc à déterminer si la famille est libre. Il faut déterminer
s’il existe λ1, λ2, λ3 non tous les trois nuls tels que :(

0
0
0

)
= λ1

(
0
−1
−1

)
+ λ2

(
1
3
1

)
+ λ3

(
−1
0
3

)
=
(

λ2−λ3
−λ1+3λ2
−λ1+λ2+3λ3

)
Résolvons le système d’équations suivant :

λ2 − λ3 = 0

−λ1 + 3λ2 = 0

−λ1 + λ2 + 3λ3 = 0

Ici, ce n’est vraiment pas la peine de considérer la matrice augmentée : d’après la première
équation, λ2 = λ3 et, d’après la deuxième, λ1 = 3λ2. En remplaçant dans la troisième, on
obtient λ2 = 0. On a donc aussi λ1 = 0 et λ3 = 0.
La seule solution du système est donc λ1 = λ2 = λ3 = 0. La famille est donc libre. E1 et E2

sont supplémentaires.

3. Puisque {( 1 0
−1 1 ) , ( 4 1

−3 6 )} est une base de E1 et
{(

1 −4
−2 −4

)
, ( 1 0
−7 −5 )

}
est une base de E2, E1

et E2 sont supplémentaires si et seulement si
{

( 1 0
−1 1 ) , ( 4 1

−3 6 ) ,
(

1 −4
−2 −4

)
, ( 1 0
−7 −5 )

}
est une base

de M2(R).
L’espace vectoriel M2(R) est de dimension 4. Puisque la famille qu’on considère a quatre
éléments, c’est une base si et seulement si elle est libre. Il faut donc savoir s’il existe λ1, λ2, λ3, λ4

non tous les quatre nuls tels que :

( 0 0
0 0 ) = λ1 ( 1 0

−1 1 ) + λ2 ( 4 1
−3 6 ) + λ3

(
1 −4
−2 −4

)
+ λ4 ( 1 0

−7 −5 ) =
(

λ1+4λ2+λ3+λ4 λ2−4λ3
−λ1−3λ2−2λ3−7λ4 λ1+6λ2−4λ3−5λ4

)
Résolvons le système d’équations suivant :

λ1 + 4λ2 + λ3 + λ4 = 0

λ2 − 4λ3 = 0

−λ1 − 3λ2 − 2λ3 − 7λ4 = 0

λ1 + 6λ2 − 4λ3 − 5λ4 = 0

La matrice augmentée associée est

(
1 4 1 1
0 1 −4 0
−1 −3 −2 −7
1 6 −4 −5

)
. Appliquons-lui l’algorithme de Gauss.

L3 ← L3 + L1,

(
1 4 1 1
0 1 −4 0
0 1 −1 −6
1 6 −4 −5

)
L4 ← L4 − L1,

(
1 4 1 1
0 1 −4 0
0 1 −1 −6
0 2 −5 −6

)
L3 ← L3 − L2,

(
1 4 1 1
0 1 −4 0
0 0 3 −6
0 2 −5 −6

)
L4 ← L4 − 2L2,

(
1 4 1 1
0 1 −4 0
0 0 3 −6
0 0 3 −6

)
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L4 ← L4 − L3,

(
1 4 1 1
0 1 −4 0
0 0 3 −6
0 0 0 0

)
L3 ← L3/3,

(
1 4 1 1
0 1 −4 0
0 0 1 −2
0 0 0 0

)
L2 ← L2 + 4L3,

(
1 4 1 1
0 1 0 −8
0 0 1 −2
0 0 0 0

)
L1 ← L1 − L3,

(
1 4 0 3
0 1 0 −8
0 0 1 −2
0 0 0 0

)
L1 ← L1 − 4L2,

(
1 0 0 35
0 1 0 −8
0 0 1 −2
0 0 0 0

)
Il y a une variable libre, la quatrième, donc le système admet une infinité de solutions. La
famille n’est donc pas libre et les espaces vectoriels ne sont pas en somme directe.

Exercice 2 :

1. a) Une propriété du cours dit que dim(V +H) = dim(V ) + dim(H)− dim(V ∩H).
b) dim(H) = n − 1 et dim(V + H) ≤ n car V + H ⊂ E donc dim(V + H) ≤ dim(E) = n.
Donc :

dim(V ∩H) = dim(V ) + n− 1− dim(V +H) ≥ dim(V ) + n− 1− n = dim(V )− 1

2. D’après la question précédente :

dim(H1 ∩ ... ∩Hk) ≥ dim(H1 ∩ ... ∩Hk−1)− 1

≥ dim(H1 ∩ ... ∩Hk−2)− 2

≥ ... ≥ dim(H1)− (k − 1) = n− k

3. a) Si dim(Im fs) = 0, cela signifie que Im fs = {0}. Cela signifie donc que, pour tout x ∈ E,
fs(x) = 0 (car fs(x) ∈ Im fs = {0}). Donc fs est la fonction nulle. Comme on a supposé que ce
n’était pas le cas, dim(Im fs) 6= 0, donc dim(Im fs) > 0.
De plus, Im fs ⊂ R donc dim(Im fs) ≤ dim R = 1. Puisque 0 < dim(Im fs) ≤ 1, dim(Im fs) = 1.

b) Le théorème du rang dit que dim(Ker fs) + dim(Im fs) = dimE = n. Donc dim(Ker fs) =
n− dim(Im fs) = n− 1.
c) D’après la question 2., dim((Ker f1)∩...∩(Ker fk)) ≥ n−k. Si k < n, on a alors dim((Ker f1)∩
... ∩ (Ker fk)) > 0. Cela signifie que l’intersection (Ker f1) ∩ ... ∩ (Ker fk) est différente de {0}.
Il existe donc x ∈ (Ker f1) ∩ ... ∩ (Ker fk) tel que x 6= 0. Pour tout s ≤ k, puisque x ∈ Ker fk,
fk(x) = 0.

4. a) Il faut montrer que φ respecte la combinaison linéaire. Soient x, y ∈ E et λ, µ ∈ R. On va
montrer que φ(λx+ µy) = λφ(x) + µφ(y).
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φ(λx+ µy) = (f1(λx+ µy), ..., fk(λx+ µy))

= (λf1(x) + µf1(y), ..., λfk(x) + µfk(y))

= (λf1(x), ..., λfk(x)) + (µf1(y), ..., µfk(y))

= λ(f1(x), ..., fk(x)) + µ(f1(y), ..., fk(y))

= λφ(x) + µφ(y)

b) D’après le théorème du rang, dim(Kerφ) = dim(E)− dim(Imφ).
Puisque Imφ ⊂ Rk, dim(Imφ) ≤ dim Rk = k donc dim(Kerφ) ≥ dim(E)− k = n− k.
c) Si k < n, dim(Kerφ) > 0 donc, comme en 3.c), il existe x 6= 0 tel que x ∈ Kerφ. Puisque
x ∈ Kerφ, φ(x) = 0, c’est-à-dire :

(f1(x), ..., fk(x)) = (0, ..., 0)

Donc pour tout s ≤ k, fs(x) = 0.

Exercice 3 :

1. f(e1) = (0, 1,−1) = 0.e1 + 1.e2 + (−1).e3 donc la première colonne de la matrice demandée

sera
(

0
1
−1

)
.

f(e2) = (−1, 0, 1) = (−1).e1 + 0.e2 + 1.e3 donc la deuxième colonne sera
(
−1
0
1

)
.

f(e3) = (1,−1, 0) = 1.e1 + (−1).e2 + 0.e3 donc la troisième colonne sera
(

1
−1
0

)
.

ME
E(f) =

(
0 −1 1
1 0 −1
−1 1 0

)
2. a) Puisque R3 est de dimension 3 et que la famille B contient 3 éléments, il suffit de montrer
que la famille est libre.
Supposons que λ1v1 + λ2v2 + λ3v3 = 0. Il faut montrer qu’alors λ1 = λ2 = λ3 = 0.
(0, 0, 0) = λ1v1 + λ2v2 + λ3v3 = (λ1 + λ2 + λ3, λ2, λ1 + λ2 + 2λ3)
En regardant la deuxième coordonnée, on obtient λ2 = 0. On doit alors avoir λ1 + λ3 = 0 et
λ1 + 2λ3 = 0. En faisant la différence des deux, on trouve λ3 = 0, puis λ1 = 0.
La famille est donc libre. C’est bien une base.
b) v1 = 1.e1 + 0.e2 + 1.e3 donc la première colonne de la matrice sera

(
1
0
1

)
.

v2 = 1.e1 + 1.e2 + 1.e3 donc la deuxième colonne sera
(

1
1
1

)
.

v3 = 1.e1 + 0.e2 + 2.e3 donc la troisième colonne sera
(

1
0
2

)
.

P =
(

1 1 1
0 1 0
1 1 2

)
c) On utilise l’algorithme de Gauss.

L3 ← L3 − L1,
(

1 0 0
0 1 0
−1 0 1

)
,
(

1 1 1
0 1 0
0 0 1

)
L1 ← L1 − L3,

(
1 0 −1
0 1 0
0 0 1

)
,
(

1 1 0
0 1 0
0 0 1

)
L1 ← L1 − L2,

(
1 −1 0
0 1 0
0 0 1

)
,
(

1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
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P−1 =
(

1 −1 0
0 1 0
0 0 1

)(
1 0 −1
0 1 0
0 0 1

)(
1 0 0
0 1 0
−1 0 1

)
=
(

2 −1 −1
0 1 0
−1 0 1

)
3. MB

B(f) = P−1ME
EP =

(
2 −1 −1
0 1 0
−1 0 1

)(
0 −1 1
1 0 −1
−1 1 0

)(
1 1 1
0 1 0
1 1 2

)
=
(

2 −1 −1
0 1 0
−1 0 1

)(
1 0 2
0 0 −1
−1 0 −1

)
=
(

3 0 6
0 0 −1
−2 0 −3

)
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