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TD : Algebre

Exercice 1 :

1. E={(b+c+2d,b,c,d) tqb,c,d € R} = Vect{(1,1,0,0),(1,0,1,0),(2,0,0,1)}

La famille {(1,1,0,0),(1,0,1,0),(2,0,0,1)} est libre : si A;(1,1,0,0)+X2(1,0,1,0)+A3(2,0,0,1) =
0, alors ()\1 + )\2 + 2)\3, )\1, )\2, )\3) = (0, O, O, O) donc )\1 = )\2 = )\3 = 0.

Elle est libre et génératrice. C’est donc une base de E.

2. Soit (a,b,c,d) € E quelconque. On va montrer que f((a,b,c,d)) € E. Posons (a',0/,,d") =

f((a,b,c,d)).
I1 faut montrer que @’ — b — ¢ — 2d’ = 0. Or, d’apres la définition de f :

a =a—6d
V=c—d
d=-b—2c+d
d =a—4d

Donca =V —¢ —2d = (a—6d) — (c—d) — (=b—2c+d) —2(a—4d) = —a+ b+ ¢+ 2d.

Puisque (a,b,¢,d) € E, —a+b+c+2d=—(a —b—c—2d) =0donc (¢',V/,d,d') € E.

3. Notons v; = (1,1,0,0),ve = (1,0,1,0),v3 = (2,0,0, 1) les vecteurs trouvés en 1. et calculons

leurs images par g.

g<U1) = (17 0, -1, 1) g(v2> = (1? 1,-2, 1) g<v3) = <_47 -1,1, _2)

Décomposons les vecteurs trouvés sur la base B.

On veut écrire g(v1) = avy + fug + yv3 = (a + B+ 27, a,3,7). Il faut prendre a« = 0,5 =

—1,7y=1:g(v;) =0.v1 + (—1).v3 + L.vs.

De méme, g(vy) = v — 20y + v3 et g(vs) = —vy + vg — 2v3.

La matrice est donc A = ({)1 712 B )
-2 1 -1

4. xa(A) = det (—11 ~2-) _21_/\)

On ajoute d’abord la deuxieme colonne a la troisieme puis on développe par rapport a la

premiere ligne :



xa(A) = det (il/l\ —21—,\ _f_ﬁ)
= —Adet (77 5T3) — Ldet (51 5173)
= AN(=2=N(=1=X) = 1(=1=)) -
=AM\ +4\+3) - (22 +2)
=X —4)\ -5\ -2
=(A+1D)(=N? =3\ -2)
= —(A+ 1M\ +314+2)
= (A + 12\ +2)

(=D(=1=A) = 1(=1-X))

Les valeurs propres sont les zéros du polynome caractéristique, c’est-a-dire A = —1 et A = —2.
5. Cherchons d’abord 'espace propre associé a —2. 1l s’agit de Ker (g + 2/d). La matrice de
g+ 2Id, dans la base B est A + 2[5 = (% 0 31>.

10
Un élément est dans le noyau si ses coordonnées (x,y, z) dans la base B vérifient :

(o) () =()

On veut donc :

20+y—2=0
—r+2z=0
r+y=0

On peut résoudre sans I'algorithme de Gauss : il faut © = z et y = —z = —z. Donc Ker (g+21d)
est I'ensemble des éléments de E dont les coordonnées dans la base B sont de la forme (z, —z, z)
avec z € R, c’est-a~dire les éléments de la forme zv; — zvy + zv3 = z(v; — vy + v3). Donc
Ker (g + 2/d) = Vect {v; — vy + v3}.

Le vecteur v, — v + v3 est non-nul (car la famille (vq, va, v3) est libre) donc la famille {vy —ve +
vs} ={(2,1,—1,1)} est libre; comme elle est aussi génératrice, c’est une base de Ker (g + 21d).

Cherchons maintenant 1’espace propre associé a —1. Il s’agit de Ker (g + Id). La matrice de
11 -1
g + Id dans la base B est <711 . 11>.

Un élement est dans le noyau si ses coordonnées (z,y, z) en base B vérifient :

11 -1\ [z 0
<71711>(y):(0> & r+y—z2=0
11 -1/ \=z 0

Donc Ker (g + Id) est 'ensemble des élements dont les coordonnées en base B sont de la forme
(—y+2z,y,2), avec y, z € R. Ces éléments valent (—y+2)vy +yva+2v5 = y(—v1 +v2) +2(v1+v3).
Donc Ker (g + Id) = Vect {(—v1 + v2), (v1 + v3) }.

La famille {(—v; +v2), (v1 +v3)} est donc génératrice de Ker (g+ Id). Montrons qu’elle est libre.
Si a(—v1 + ve) + B(v; + v3) = 0, alors (—a + vy + avy + Pug = 0 et done, puisque (vy, vg, v3)
est libre, —a+ 3 =a=73=0.



Puisqu’elle est libre et génératrice, {(—v; + va), (v1 +v3)} = {(0,—1,1,0),(3,1,0,1)} est une
base de Ker (g + Id).

6. Les deux espaces propres trouvés sont de dimension 1 et 2. Puisque 1 +2 = 3 = dim E et
puisque ces deux espaces sont en somme directe (d’apres le cours), ils sont supplémentaires et
I'union d’une base de chaque est une base de E : P = (v; — vy + v3, —v1 + v9,v1 + v3) est une
base de E.

—20 0
Dans cette base, la matrice de g est ( 0 -1 01>.

7. Rappelons que B est la base (vy,v9,v3). Les vecteurs de P sont vy — vy + v3, —v1 + vy et
v1 + v3. La matrice de passage est donc :

100 1-11
L2<—L2+L1,<110>,< 01>
001 0 1
100 1-11
Ly« Ly— L 010 00 1
3 3 1, 101 ) 010
100
La— L <001>
3 22\010

L1<—L1+L2,<

On fait le produit des matrices élémentaires et on trouve : P~! = (

A= Mg(g) = MsPME(g)MpB = PDP~!

Donc :

. (-1 (=2 —(~1)"
(=2)" 4 (~1)n (—2)2 —(—?”ﬂ;l)“

Exercice 2 :

1. Notons vy, v9, v3, v4 ces quatre vecteurs.

Comme la famille considérée a 4 éléments et qu’elle appartient & R* qui est un espace de
dimension 4, il suffit de montrer qu’elle est libre. I1 faut donc montrer que, si A\jv; + Agvo +
)\31)3 + )\41]4 = 0, alors )\1 = )\2 = )\3 = )\4 = 0.



Résolvons donc le systeme Ajv; 4+ Aovg + Azvs + Aqvy = 0. Il est équivalent a :

)\120
—)\1+>\2+m>\4:0
—m/\1+/\3:0

Ce systeme est simple a résoudre; il n’est pas nécessaire de passer par I’algorithme de Gauss.
D’apres la premiere équation, A\; = 0. D’apres la troisieme, on doit donc aussi avoir A3 = 0. Les
deuxieme et quatrieme équations deviennent donc :

/\2 + m/\4 =0
—2X + (1= 2m)A\y =0

Si on ajoute deux fois la premiere équation a la deuxieme, cela devient équivalent a :

)\2+m)\4:O
A =0

ce qui est la méme chose que Ay = \y = 0.
Donc la seule solution du systeme est bien A\; = Ay = A3 = Ay = 0 et la famille est libre.

TR
_ - m
2P=(2001 0 |
3 —201-2m
1000 100 0
1100 m
3-L2<_L2+L17 0010 J]>\ -m 01 O
0001 3 —201-2m
b23Y (177
m
Ly« Ls+mLy, | 50670 )sloo01 0
0001 320 1-2m
P8y (118 0
m
Ly Ly— 3Ly, 0010 )>lo001 o
23001 0-201-2m
188Y (483
Ly Lyi+2L2,( 0050 )>( 0010
0201 000 1
FERANEYEL
—m
Ly«—Lo—mLy | 507 0" ):{ 0010
020 1 0001
1 0 00
Le produit des matrices élémentaires donne P~ = [ tfm 1=2m 0 —m )
o2 01

4.

= P7'A,P

1 0 0 0 m—1 2 1 1 1 00 O

[ 1+m1—2m 0 —m 442m  —2—4m 0 —2m-2 110 m

- m 0 1 0 —mZ2—m—1 2m—-1 —m m -m 0 1 0
0 1 3 —201-2m

—9—-3m 6+8m 1 5+4m



m
-1
00 1
_ (0 2 1 1)
0-10m
0000
5. Le rang de f,, est égal au rang de la matrice représentant f,, dans n’importe quelle base.

11
1=
10 m
00

[asry

00
Donc rang f,, = rang | § >
00

Par définition, le rang d’une matrice est la dimension de l'espace vectoriel engendré par ses
colonnes (vues comme des éléments de R?).
La colonne nulle ne change pas la dimension de I’espace engendré donc :

11 0 0 1 1
) =amve (1) (). (1) (3))
00 0 0 0 0

011 _
rang <21(1);n1> = rang (? % 018>

00 0 1-1m2O0

e {(1).(1).(2). (1)
1 —1 m 0

:dim\/ect{<(£>,<i>,<_01>}
B 02 -1
= rang (15, 2)

A nouveau, puisque le rang d’une matrice est le méme que le rang de sa transposée :

02 —1 011
rang f,, = rang 110 )=rang ( 2 1-1

—10m

6. On commence par soustraire la troisieme colonne a la deuxieéme puis on développe par rapport
a la premiere ligne :

deth:det(‘% 9 _11)

:det(_gl _;:)m
=2.(-m) —(-1).2
=2(1—m)

Sim # 1, det B,, # 0 donc B,, est inversible et son rang est 3, ce qui implique, d’apres la
question 5., que rang f,, = 3.



. . . . 011 , .
Sim = 1, la matrice B,, n’est pas inversible. Elle vaut alors ( 2 b ) Déterminons son rang.

Le rang est la dimension de ’espace engendré par les colonnes. 1l fau?;1 donc trouver la dimension
deveer {(£). () (2)}

Posons A = et appliquons-lui ’algorithme de Gauss.

Ly < Ly, (1
L
L3 — L3 + Lo,

Puisque 'algori
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_
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|
~
=
NN
oo~ oo~
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e de Gauss ne change pas l'espace vectoriel engendré par les lignes :

veer {(5) (1) (2)} = veer {(5) (1)
La famille {(_%) , <é>} est libre : si Ay <_(2)1> + Ao (é) = (é), on doit avoir Ay = Ay = 0.

e {(1).

cet espace est de dimension 2; rang f; = rang By = 2.

O

)} est une base de l'espace vectoriel engendré par les colonnes de B;. Donc

Exercice 3 :

L. Pour tout = € E, ¢(Af+ug)(x) = h((Af+ug)(x)) = h(Af(x)+pg(x)) = Aho f(x)+phog(x) =
(AS(f) + no(g))(@).
Donc ¢(Af + pg) = Ao(f) + noé(g).

2. a) Puisque ¢ est diagonalisable, ses espaces propres sont en somme directe et leur somme
vaut I'espace de définition de ¢ tout entier :

Li®L®...dLy=L(E)

Donc tout élément de L£(F) s’écrit (de maniere unique) comme une somme d’éléments des Ly.
En particulier, Iz € L(F) s’écrit sous la forme f; + fo + ... + fq avec fi € Ly, fo € Lo, ...

b) Puisque fi € Ker (¢ — Mli(r)), d(fr) = Afi- Done A fi(2) = ¢(fi)(x) = h(fr()), c'est-a-
dire que (h — A\pldg)(fr(x)) = 0.

¢) Soit x € E quelconque.

r=1Ig(x)=(fi+ ..+ fa)(x) = filz)+ ...+ fa(2)

D’apres la question b), fi(x) € Ker (h — A¢lg) pour tout & < d. Donc x € Ker (h — A\ 1g) +
... + Ker (h — M\gIg). Puisque c’est vrai pour tout z, £ C Ker (h — A\ Ig) + ... + Ker (h — A\ilEg).
Comme on a aussi Ker (h — A\ Ig) + ... + Ker (h — A\yIg) C E, les deux ensembles sont égaux.
d) La somme des espaces propres de h contient Ker (h — A\ Ig) + ...+ Ker (h — \yIg) = E. Donc
la somme des espaces propres de h vaut E et h est diagonalisable.

3.a) St s #k, o(f)(vs) = h(fia(vs)) = h(0) = 0= N firi(vs).

De plus, ¢(fx1)(v) = h(fri(vr)) = h(vi) = Nor = A fra (o).

Donc les vecteurs de la base (vy,...,v,) ont les mémes images par ¢(fx;) et A\ fy; . Ces deux
dernieres applications sont donc égales (on se souvient que, d’apres le cours, une application
est uniquement déterminée par I'image des vecteurs d’une base).



b) Supposons que > ai,fr; = 0 et montrons que tous les ay; sont nuls.
kil
Soit s < n quelconque. 0 = > oy fi1(vs). Puisque fi;(vs) =0si k # s et fri(vs) = v sik =s,
k)l
on a :

0= Zas,lfs,l (Us)
=1

n
= E Qg 1]
=1

Comme (vy, ..., v,) est une base, ¢’est une famille libre. Donc a1 = a0 = ... = a5, = 0. Clest
vrai pour tout s donc tous les aj; sont nuls.

La famille est libre. De plus, la dimension de £(E) est (dim E)? = n? (c’est une propriété du
cours). Il y a justement n? fonctions de la forme fj ;. Puisque la famille est libre, ¢’est donc une
base.

c) D’apres la question b), {fy; tq k,I < n} est une base. D’apres la question a), tous les
élements de cette base sont des vecteurs propres de ¢. Il existe donc une base de L(F) formée
uniquement de vecteurs propres de ¢. Dans cette base, la matrice de ¢ est diagonale.



