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TD : Algèbre
Exercice 1 : [Changement de base]

1. On note v1 = (1, 1) et v2 = (−1, 1). Montrer que V = (v1, v2) est une base de R2.

2. On note E = (e1, e2) la base canonique de R2 : e1 = (1, 0) et e2 = (0, 1).
a) Écrire v1 et v2 comme des combinaisons linéaires de e1 et e2.
b) Calculer P , la matrice de passage de E à V .

3. a) Écrire e1 et e2 comme des combinaisons linéaires de v1 et v2.
b) En déduire S, la matrice de passage de V à E .
c) Vérifier que P est inversible, d’inverse S.

4. Soit z = (1, 2).
a) Donner les coordonnées de z dans la base E puis dans la base V .
b) On note XE =ME(z) et XV =MV(z) les deux vecteurs de coordonnées trouvés à la question
précédente. Vérifier que XE = PXV et XV = SXE .

Exercice 2 :

Les bases E et V de R2 sont définies comme à l’exercice précédent. On note encore P et S les
matrices de passage trouvées à l’exercice précédent.
On considère l’application f : R2 → R2 définie par f(e1) = (−1, 3) et f(e2) = (2,−1).

1. Écrire f(e1) et f(e2) comme des combinaisons linéaires de e1 et e2. En déduire ME
E(f).

2. a) Calculer f(v1) et f(v2).
b) Écrire f(v1) et f(v2) comme des combinaisons linéaires de e1 et e2. En déduire la valeur de
MV
E (f).

c) Vérifier que MV
E (f) =ME

E(f)P .

3. a) Écrire f(v1) et f(v2) comme des combinaisons linéaires de v1 et v2. En déduire la valeur
de MV

V(f).
b) Vérifier que MV

V(f) = SME
E(f)P .

4. On prend toujours z = (1, 2).
a) Calculer ME

E(f)ME(z).
b) Calculer MV

E (f)MV(z).
c) Que vaut f(z) ?

Exercice 3 : [Composition]

Soit f : R2 → R2 l’application f((x, y)) = (−x+ y, 2x− y).
Soit g : R2 → R3 l’application g((x, y)) = (y, x, x+ y).
On note E2 et E3 les bases canoniques de R2 et R3.

1. Calculer g ◦ f .

1



2. Calculer M1 =ME2
E2(f) et M2 =ME2

E3(g).

3. Calculer M2M1 et retrouver l’expression de g ◦ f .

Exercice 4 : [Déterminant]

Rappel : le déterminant d’une matrice M ∈ Mn(R) est caractérisé par les trois propriétés
suivantes.
- det In = 1
- detM = 0 si deux colonnes de M sont identiques.
- Si k ∈ {1, ..., n}, C1, ..., Cn, Dk sont des matrices colonnes de taille n et λ, µ ∈ R :

det
(
C1|C2|...|λCk + µDk|...|Cn

)
= λ det

(
C1|C2|...|Ck|...|Cn

)
+ µ det

(
C1|C2|...|Dk|...|Cn

)
À l’aide de ces propriétés, on va calculer le déterminant de A =

(
2 1 −3
0 −1 1
0 0 3

)
.

1. Montrer que detA = 2 det
(

1 1 −3
0 −1 1
0 0 3

)
.

2. Montrer que det
(

1 1 −3
0 −1 1
0 0 3

)
= − det

(
1 0 −3
0 1 1
0 0 3

)
+det

(
1 1 −3
0 0 1
0 0 3

)
et que det

(
1 0 −3
0 1 1
0 0 3

)
= det

(
1 0 0
0 1 1
0 0 3

)
−

3 det
(

1 0 1
0 1 0
0 0 0

)
.

3. Montrer que det
(

1 1 −3
0 0 1
0 0 3

)
= det

(
1 0 1
0 1 0
0 0 0

)
= 0. En déduire que det

(
1 1 −3
0 −1 1
0 0 3

)
= − det

(
1 0 0
0 1 1
0 0 3

)
.

4. Montrer que det
(

1 0 0
0 1 1
0 0 3

)
= 3 det

(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
.

5. Déduire des questions précédentes le déterminant de A. Vérifier qu’il est égal à 2× (−1)× 3.

Exercice 5 :

Soit f : R4 → R3 la fonction telle que :

f((w, x, y, z)) = (w + x+ 2y − 3z, w − x− y + 2z,−5w + x− y)

1. a) Déterminer une base de Ker f .
b) Compléter cette base en une base de R4. On note U = (u1, u2, u3, u4) la base complète (en
mettant les vecteurs de la question a) à la fin).
c) Calculer le rang de f .

2. a) Calculer f(u1) et f(u2).
b) Montrer que B = (f(u1), f(u2), (0, 0, 1)) est une base de R3.

3. On note E3 et E4 les bases canoniques de R3 et R4.
a) Déterminer la matrice de passage P de E4 à U .
b) Déterminer la matrice de passage S de E3 à B.
c) Montrer que S est inversible et calculer son inverse.
d) En déduire la matrice de passage Q de B à E3.
4. a) Calculer la matrice de f dans les bases E4 et E3, notée ME4

E3(f).

b) À l’aide de la question 3., calculer MU
B(f).

c) Expliquer pourquoi le résultat est aussi simple.

2



Exercice 6 :

On dit qu’un ensemble K est un corps s’il est muni de deux lois internes + et × vérifiant les
propriétés suivantes :
(i) + est associative, commutative et possède un élément neutre, qu’on note 0 ; tout élément a
un inverse par +.
(ii) × est associative et possède un élément neutre, qu’on note 1 ; tout élément a un inverse par
×, sauf 0.
(iii) × est distributive par rapport à +.
Q,R et C sont des exemples de corps.

1. Soit α ∈ C− {0}. On note Q[α] = {a0 + a1α + ...+ anα
n tq n ∈ N, a0, ..., an ∈ Q}.

a) Montrer que Q[α] est un Q-espace vectoriel.
b) Montrer que Q[α] est stable par produit : si x1, x2 ∈ Q[α], alors x1x2 ∈ Q[α].
c) Montrer que, si Q[α] est de dimension finie sur Q, alors il existe un polynôme non-nul P , à
coefficients dans Q, tel que P (α) = 0. [Indication : utiliser le fait que la famille (1, α, α2, ..., αn)
est liée pour un certain n ∈ N∗.]
d) Dans cette question, on suppose qu’il existe P un polynôme non-nul à coefficients dans Q
tel que P (α) = 0. On note P (X) = a0 + a1X + ...+ adX

d, avec ad 6= 0. Montrer que, pour tout
k ≥ d, αk est une combinaison linéaire de 1, α, ..., αd−1. En déduire que Q[α] est de dimension
finie sur Q.

2. a) On suppose dans cette question que Q[α] est un corps. Montrer qu’il existe un polynôme
non-nul P à coefficients dans Q tel que P (α) = 0. [Indication : utiliser le fait que, puisque α
admet un inverse dans Q[α] pour ×, 1/α ∈ Q[α].]
b) On suppose maintenant qu’il existe un polynôme non-nul P à coefficients dans Q tel que
P (α) = 0. Montrer que Q[α] est un corps. [Indication : le seul point délicat est de montrer que
tout élément x ∈ Q[α]−{0} admet un inverse dans Q[α] par la loi ×. Soit donc x ∈ Q[α]−{0}
quelconque. Montrer que, pour tout k, xk ∈ Q[α]. Montrer ensuite qu’il existe d ≥ 0 tel que
(1, x, ..., xd) est une famille liée de Q[α].]

3


