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TD : Algebre

Corrigé

Exercice 1 :

1. Puisque V contient deux éléments et dim(R?) = 2, V est une base de R? si et seulement si
c’est une famille libre. Vérifions donc que (vy, v2) est libre.

Si Auy + Agug = 0, alors (A — A2, A\ + Ag) = (0,0). Donc Ay — Ay = 0, A\; + Ay = 0. En faisant
la somme, on trouve A\; = 0 et en faisant la différence, on trouve Ay = 0.

Donc la famille est libre. Donc c’est une base de R2.

2. a) V1 = €1 + €9

Vg = —€1 + €3

b) P=(17")

2. a) On cherche A\; et Ay tels que (1,0) = e; = A\jvg + Aava = (A1 — A2, A + A2). On doit donc
avoir Ag = —\j et 2\ = 1, soit \y = 1/2 et Ap = —1/2:

€1 :1)1/2—1}2/2

De méme :
€9 :U1/2+?}2/2

b 5= (22,1)

c) PS=(§V)=5SP

3. a) z = e; + 2e donc les coordonnées dans la base £ sont (1,2).

z=e1+2e = (v1/2—v9/2) +2(v1/2+v3/2) = 3v1 /2 + vy /2 donc les coordonnées dans la base
V sont (3/2,1/2).

b) Xe = (4) = (1) (1) = PXo
32\ [ 1/2 172\ /1
<1/2>_<71/21/2>(2)
Exercice 2 :

1. f(e1) = —eq + e

flea) = 2e1 — ey

ME(f) = (3" 2)

2.a) f(v1) = fler +e2) = fler) + fle2) =
f(v2) = f(—e1 +e2) = —fler) + flez) = (3,—4)
b) f(v1) = e1 + 2ey



f('l}g) = 3e €1 — 462
=(22%)

s(NP=(5 %) G0 =0 2%) =Mf)
3.a) f(v1) =e1 +2e = (v1/2 —v9/2) + 2(v1 /2 + v9/2) = 3v1 /2 + vy /2
f( ) = 361 462 = 3(1)1/2 — 1)2/2) — 4(U1/2 +U2/2) = —U1/2 — 7U2/2
M) = (32 732)
b) sME(HP = (1, iﬁ) (G2 adm=(R) 62 = () = mum

a) ME(fIMe(2) = (5 4) (5) = (1)
b) ME(H)Mu(z) = (5 %) (32) = (1)
) D’apres chacune des deux questions précédentes, les coordonnées de f(z) dans la base £ sont

(3). Donc f(z) =3e1 +e2 = (3,1).

Exercice 3 :

Lgof((z,y) =g(-r+y,22~y) = 2 —y,—v+y, (—z+y) +(2r~y)) = (2v—y, —z+y,1).
2. On note & = (e, ez) et E = (€], €, €4).
fler) = <_1 2) = —e1+2e3 et f(ea) = (1,—1) = €1 — e donc M, = Mgz(f) = (31 —11)

gler) = (0,1,1) = 0.1 +ea+ey et glea) = (1,0,1) = e + 0.5+ ¢ done My = ME(f) =
s = (1) (32) = (5 7)
On sait que Mgg(g)/\/lij(f) MgS (gof)

2 -1
Donc la matrice de g o f dans les base & et &5 est <—11 1 )

VS
=)
—O

Pour tout (z,y) € R?, on a donc :

Mey(go f(e) = (2 7)
)

Donc go f(e1) =2¢; —ey+e5 =(2,—1,1) et go f(es .
Pou)rtout (ﬂf,y),goj’((%y))—fEQOf(el)erQOf(ez): x(2,-1,1)+y(-1,1,0) = 2z —y, —z+
Y, x).

Exercice 4 :
[Remarque : ce que, dans la suite, on appelle multilinéarité est la troisieme propriété.]

1. (0> = 2. ( > donc, par multilinéarité par rapport a la premiere colonne, det A = 2 det (é %1 %3 )
2. (%1> = (—-1). < ) + 1. < ) donc, par multilinéarité par rapport a la deuxieme colonne :

det ((1) 4 33> = (—1).det <é . > + 1. det <00 13>
00 3 00 3 00 3
De méme, (?) = 1. (g) (—3). (é) donc, par multilinéarité par rapport a la troisieme
colonne :

+
det(é?‘f):l.det(é?
00 3 00

wW—O

>—3.det((1)(1)(1)>
000



3. det ((1) 0 ;) = 0 car il y a deux colonnes identiques. Pour la méme raison, det (é g é) =0
11 -3
En supprimant les termes nuls dans les égalités de la question 2., on obtient det (8 r > =

—det ((13[1) 13> = —det (0??)
00 3 003
4. Par multilinéarité par rapport a la troisieme colonne, puisque <
det(o11>_det((l)(1) )
003 00

Le premier déterminant de la somme est nul car la matrice a deux colonnes identiques. D’ou
I’égalité voulue.

WO

)= 1 () =5 (8)

oo

10
>+3det(8(1)

OO

5. En regroupant les questions 1., 3. et 4., on obtient det A = —6det I3. Puisque det I3 = 1
(premiere propriété du déterminant), det A = —6. Cela vaut bien 2 x (—1) x 3.

Exercice 5 :
1. a) Ker f est I'ensemble des (w, x,y, z) tels que :

f((w7‘r7y72>) :0
wH+xr+2y—32=0
S w—r—y+22=0

—dw+z—y=0
, . ~ 1 2 -30 . ) L, .
Résolvons ce systeme. On note A = 15 1120 la matrice augmentée associée et on lui

applique 'algorithme de Gauss.
11 2 -30
L3<—L3+5L1,(171f1 5 0)
6 9 —150

Ly Ly— L ( L3530

2 2 1 23 A

23)
2 -3
3/2 —5/2

0

L3 — L3 + 3L2, 03

L2 — —L2/2, (é
0

/\OOH

0

11 0
0—2 5 0
0 0 0 0
0

)

0 0
01/2 —1/20
13/2-5/20
00 0 0

cCOoO RO

L1<—L1—L2>(

' 101/2 -1/20
Les solutions sont donc les (w, z,y, z) tels que | 013/2 —5/20 | = (
000 0 0

), soit :

ooo

w=-1/2y+1/2z
r=-3/2y+5/2z

Donc :

Ker f ={(—-1/2y+1/22,-3/2y +5/22,y,2) tq y,z € R}
= Vect {(=1/2,-3/2,1,0), (1/2,5/2,0,1)}



La famille {(—1/2, —3/2,1,0), (1/2,5/2,0,1)} est libre : si A, (—1/2, —3/2,1,0)+A2(1/2,5/2,0,1) =
(0,0,0,0), alors, en regardant les deux dernieres coordonnées, \; = Ay = 0.

Elle est libre et génératrice de Ker f : {(—1/2,—-3/2,1,0), (1/2,5/2,0,1)} est une base de Ker f.

b) [Remarque : la solution qui suit n’est pas la plus simple mais c’est celle qui suit la méthode
du TD du 14 mars.]

On note M = (]1//22 _5?}/22 (1) ?) et on lui applique 'algorithme de Gauss :

Ly Ly + Ly, (742 79217)

La famille {(—1/2,-3/2,1,0),(0,1,1,1)} est une autre base de Ker f (mais on ne le démontre
pas car on n’en a pas besoin ici). Comme la matrice obtenue contient des pivots dans les
colonnes 1 et 2, on va essayer de compléter la base qu’on avait par les vecteurs e3 = (0,0, 1,0)
et e, = (0,0,0,1) de la base canonique.

Montrons que (e, eq, (—1/2,-3/2,1,0),(1/2,5/2,0,1)) est une base de R*. C’est une famille &
4 éléments et R* est de dimension 4. Pour montrer que c¢’est une base, il suffit donc de montrer
que c’est une famille libre (propriété du cours : dans un espace de dimension n, une famille a

n éléments est libre si et seulement si c’est une base).
Si A1(0,0,1,0) + X2(0,0,0,1) + A3(—1/2,—-3/2,1,0) + A\4(1/2,5/2,0,1) = (0,0,0,0), alors :

—1/203+1/2X\, =0
—3/2X\34+5/20 =0
AL+ A3 =0
A+ A =0

Ay = (=3/2X\3+5/2)\4) — 3(—=1/2X3 + 1/2X4) = 0. On doit donc aussi avoir A3 = Ay = 0. On a
enfin A\; = 0. La famille est bien libre. C’est une base.

On peut donc prendre u; = e3 = (0,0,1,0), ug = (0,0,0,1), uz = (—1/2,-3/2,1,0), uy =
(1/2,5/2,0,1).

c¢) La dimension de Ker f est 2 car la base trouvée en a) contient 2 éléments.

D’apres le théoréme du rang appliqué a f, 4 = dimR* = dim Ker f + rang f = 2 + rang f.
Doncrang f =4 —2=2.

2.a) f(ur) = f((0,0,1,0)) = (2,-1,-1); f(u2) = f((0,0,0,1)) = (=3,2,0)

b) C’est une famille & 3 éléments et dimR3 = 3. C’est donc une base de R3 si et seulement si
c’est une famille libre. Vérifions qu'il s’agit d’une famille libre : si A;(2, —1, —1) + A2(—3,2,0) +
A3(0,0,1) = (0,0,0), alors :

2)\1—3/\2:0
A +2X=0
“M 4 A3 =0

Donc Ay = (2A1 — 3X\3) + 2(—A1 + 2X2) = 0. Donc A; = 0. Donc A3 = 0. La famille est bien
libre. C’est bien une base.

00-1/21/2
3.a) P= <0 0 -3/2 5/2)

10 1 0

01 0 1



b) S = (—21 _238>

-1 01

c¢) On applique a S l'algorithme de Gauss
100 2 -30
L2<—L2+L1/2,<1/210>,< 0 1/20)
001 -1 0 1
1 00 2 30
1/2
b toe iz (B10), (3220
100 2 -30
L3<—L3+3L2,(010),<01/20>
031 00 1
L2<—2L2,<(1)38>, 3‘138)
001 001
1/200 1-3/20
L1<—L1/27<(/)10>, 0 1/ 0)
01 0. 0 1

oo
N————

e produit (dans le bon ordre) des matrices élémentaires :

_ 230
S = (120)
231

) (voir exercice 1, question 3.c)).
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) Q=5"= (1
4. a) On note &

wWrowW
—~ HOO

/ / / .
€1, 69,63, e4) et E3 = (€], €5, €4). On a :

f(e1) =€} + €}, — bej
fle2) =€) —ey+ ¢
fles) = 2e) — ey — ¢

flea) = =3¢, + 26+ e
En _ ! _1 _2 By
Donc Mga (f) - (_15 11 —% g )
b)

ME(f) = Mp(EME(f)Me,U)

00—-1/21/2
230 11 2 -3

:(120 <171712> 00 —3/25/2
231 51 —-10 10 1 0
01 0 1

51 00 -1/21/2

:<3_1 )(00—3/25/2)

10 1 0

00 01 0 1

¢) Les deux dernieres colonnes de la matrice trouvée correspondent a I'image par f des vecteurs
us et uy. Puisque ce sont des éléments du noyau (on les a construits en 1.a) comme une base
du noyau), leur image est nulle et les deux dernieres colonnes de la matrice sont nulles.

Les deux premieres colonnes correspondent a 'image de uy et us. Puisque f(u1) et f(uz) sont
les deux premiers vecteurs de B, la décomposition de f(uy) et f(ug) dans la base B est tres



simple : elle contient seulement des zéros, a part un 1 en position 1 (ou 2 pour us). Les deux
premieres colonnes de la matrice trouvées n’ont donc elle aussi qu'un coefficient non-nul, 1, en
premiere ou deuxieme position.

Exercice 6 :

1. a) On montre que c’est un sous-espace vectoriel de R, qui est un Q-espace vectoriel.

- 0 € Qo]

-Six=ag+..+aa" €Qa] ety =a)+..+ad,a" € Qla], la somme des deux aussi : on
peut supposer n > n' et on a alors x +y = (ag + ap) + ... + (an +a’ )™ + ... + a,a™ € Qlal.
- Q] est stable par multiplication par un scalaire.

b) 1 =ag+ ... + a,a™ et xy = by + ... + ba™.

1179 = Y aphia®t!
k1

Pour tous k < n et I < m, apba*™! € Q[a] donc, puisque Q[a] est un espace vectoriel (stable
par addition, donc), la somme des apb;a*! est aussi un élément de Q[a]. Donc z124 € Q[al.

¢) Soit n € N* la dimension de Q[a]. Alors (1, a, o2, ..., a™) est une famille liée (puisque toutes
les familles libres ont au plus n éléments et celle-1a en a n + 1). Il existe donc, par définition
d’une famille liée, ay, ..., a, € Q tels que ap.1 + ... + a,a™ = 0.

Si on pose P(X) =ag+ a1 X + ... + a, X™, on a bien le résultat voulu.

d) On procede par récurrence sur k.

-Pour k = d: aga? = —ag — ... — ag_1a* ! donc «
Vect (1, ..., ad71).

- Si c¢’est vrai jusqu’a k, pour £+ 1 : en multipliant par « égalité précédente, on a «
—ag/agaf 1= — . —ag i /aga® € Vect (1, ..., a*). Mais puisque la propriété est vraie jusqu’a k,
tous les a?, ..., o appartiennent & Vect (1,...,a? ). Donc Vect (1, ...,a*) = Vect (1, ...,a%" 1) et
af e Vect (1, ..., a7 1),

Tout élément de Q[a] appartient donc & Vect (1, ..., a?™!). Donc Q[a] admet une famille génératrice
de cardinal d : ¢’est un espace vectoriel de dimension finie.

4 = —ag/ag — ... — ag_1/aqa?t €

k+1—d I’ E+1

2. a) Puisque Qo] est un corps, tout élément non-nul admet un inverse. En particulier, «
admet un inverse, c’est-a-dire que X € Q[a] (la multiplication sur Q[a] est la méme que la
multiplication sur R donc U'inverse est le méme).

Donc é = ag+...+a,a”. En multipliant par « et en soustrayant 1, —1+aga+...+a, 10" = 0.

Le polynome P(X) = —1 + aoX + ... + a,,1 X" convient.

b) Soit z € Q[a] — {0} quelconque. Comme Q|a] est stable par produit (1.b)), ¥ € Q|q]
pour tout k > 0. Puisque Q[a] est de dimension finie (question 1.d)), il existe d > 0 tel que
(1,2, ...,2%) est une famille liée (il suffit de prendre pour d la dimension de Q[a/]).

Pour certains rationnels a; non tous nuls, on a donc ag + ... + a®z? = 0. Posons P(X) =
ap +a X + ... +ag X

Soit s le plus petit entier tel que ay # 0. On pose P(X) = P(X)/(a,X*) = 14 as1/a,X +
<. + ag/a, X% 5. Cest un polynome a coefficients rationnels tel que P(z) = P(x)/(asx®) =
(ag + ... + atx?)/(asz®) = 0.

Donc 1 =1 — P(x) = 2(—ae1 /a5 — ... — ag/asz
Donc 1 = —a,41/as — ... — ag/a,z™ .

d—s—l)'



Puisque, pour tout k, z* € Q|a], et puisque Q[a] est stable par combinaisons linéaires, —a,1/a,—
.. — agfa,z*"" € Q[a]. Donc 1 € Q[a]. Donc linverse de z pour la loi x est dans Q[a].



