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TD : Algebre

Exercice O :

Soit F un espace vectoriel. Soient F, Gy, G5 trois sous-espaces vectoriels de E. Montrer que si
Gi CFetGyCF,alors Gi+ Gy C F.

Exercice 1 :

1. Notons E; et E, les deux sous-espaces vectoriels de C* suivants :

Ey = {(w,w,0,0) tq w € C}
E, = {(w,x,y,w) tq w,x,y € C}
a) Montrer que F; + E, = C*.
b) E; et E, sont-ils supplémentaires dans C*?

2. Soient wy, wa, ws les éléments suivants de R* :
wy = (1,0,2,-1) we=(0,1,1,-2) w3 = (1,-2,-3,4)

a) Calculer 'intersection de E; = Vect(wy, wq) et Ey = Vect(ws).

b) Montrer que E; + Ey C {(a,b,¢,d) tq a+ b+ c+ d = 0}. E; et Ey sont-ils supplémentaires
dans R*?

3. Soient 1 = {f : [0;1] — R continue tq fol f(z)dz =0} et By = {f :[0;1] — R constante}.
a) Montrer que FE; et E, sont des sous-espaces vectoriels de C°([0; 1], R) (I'ensemble des fonctions
continues de [0; 1] dans R).

b) Montrer que Es, est un supplémentaire de Fj.

4. On note RN I'ensemble des suites réelles. Soit T € N*. On note Ur I'ensemble des suites
T-périodiques (c’est-a-dire telles que u,.r = wu, pour tout n € N). Pouvez-vous trouver un
supplémentaire simple de Up dans RN ?

Exercice 2 :

Soit F un K-espace vectoriel. Soient V7, Vo, C E des sous-espaces vectoriels de E. On va montrer
que, si V5 U V5 est un sous-espace vectoriel de E, alors V; C V5 ou Vo C V4.

On suppose que V; U V5 est un sous-espace vectoriel de E. Si V; C V5, il n’y a plus rien a
démontrer. On se place donc dans le cas ou Vi ¢ V5.

1. Montrer qu’il existe un élément = € E tel que x € V; mais x ¢€ V5. On suppose dans la suite
un tel = fixé.

2. Soit y € V5 quelconque. Montrer que x +y € Vi ou x +y € V5.

3. Montrer qu’il n’est pas possible que x + y € V5.

4. Déduire des questions précédentes que x + y € Vi, puis que y € V;.
5. Montrer que V5 C V.



Exercice 3 :

Soit K = Q,R ou C. Soit V' C K" un sous-espace vectoriel de K”. On va montrer qu’il existe
au moins un supplémentaire de V' dans K".

Pour tout ¢ € {1,...,n}, on note ¢; le vecteur (0,...,0,1,0,...,0), ou le 1 est en position i.

On pose Ey = {0}. On construit par récurrence une suite (Ej)o<k<n : lorsque Ej est construit, si
V + E}, contient le vecteur ey, on prend Ej,; = Ej. Sinon, on prend Fy 1 = Ej+ Vect{ex.1}.
1. Montrer par récurrence que, pour tout k£ < n, E} est un sous-espace vectoriel de K" tel que
VNE,={0}.

2. Montrer par récurrence que, pour tout k < n, Vect(ey,...,ex) CV + FE.

3. Montrer que Vect(ey, ..., e,) = K".

4. Montrer que FE,, est un supplémentaire de V.



