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Controle continu : algebre linéaire

Corrigé

Exercice 1 :
Soient ¥,y € F, A\, u € K. Nous allons montrer que f~ Az + py) = Af~H(x) + puf(y).
FY Az + py) est I'unique élément de E tel que f(f~1(A\x + py)) = Az + py (c’est la définition
de f=1). Or, par linéarité de f :
FOSF @) + nf W) = M @) + nf(F(y) = Az + py
Donc, par unicité, [~ Az + uy) = Af~H(x) + wf " (y).

Exercice 2 :
10 1

1 —
1. Posons A = (12 o7 32> et appliquons 'algorithme de Gauss a A jusqu’a ce que A soit
1 -1 1 3

échelonnée.
1 -1 0 1
1 1 —-3-2
L4 «— L4 — L17 —2 0 4 3
o 0 1 2
1-1 0 1
11 -3 -2
L3<—L3—|—2L1, 0-2 4 5
00 1 2
1-10
02 —-3-3
L2 — LZ - Lla 0—-2 4 5
00 1 2
1-10 1
02 —-3-3
L3 «— L3 —|— LQ, 00 1 2
00 1 2
1-10 1
2 —_3 —
L4 — L4 - L37 8 0 13 3
00 O

2
0
Appliquer aux lignes de A des opérations élémentaires ne change pas I’espace vectoriel engendré

par les lignes. Donc :
1 0 0
peve{(7)-(3)- (1))
1 -3 2

1 0
Montrons que la famille génératrice obtenue est libre. Si A4 < 01> + A2 (_23) + A3 <

1 -3

N—OO

)=(

[elelelo]

)

on doit avoir :

/\1:0
—>\1+2)\2:O
—3)\2+)\3:O

Al =3 +2X3=0



Donc Ay = 0, puis Ay = 0, puis A3 = 0.
1 0
Donc {(01) , (_23) , ((1))} est une famille libre et génératrice de E. C’est une base.
2

1 -3

[e=]

2
famille & un élément est libre si I’élément est non-nul).

E et F sont supplémentaires si et seulement si, en concaténant la base de F trouvée en 1 et la
base de F fournie, on obtient une base de R*. Donc E et F' sont supplémentaires si et seulement

) L 9 0 1 )
si {(_0 ) , <_3) ; (?) , (6)} est une base de R%.
1 -3 2 2

Comme c’est une famille & 4 éléments et comme dim R* = 4, c’est une base si et seulement si

c’est une famille libre. Déterminlons donc si g’est une falonille libre, , .

C’est une famille libre si \; (_01) + X (23) + X3 (9) + N\ ((1]) = (8) a pour unique
1 -3 2 2 0

solution Ay = Ay = A3 = Ay = 0. Résolvons donc ce systeme. Il est équivalent a :

1
2. (é) est une base de F' (c’est une famille génératrice ; ¢’est aussi une famille libre car toute

AM+A=0
A +20+ A =0
—3X2+ A3 =0
M =3 +2X3+2\ =0

10
La matrice augmentée est A = (01 2
1

N—=OO

DO
OO OO

). Appliquons-lui I'algorithme de Gauss :

ww

9010

Ly+—Ly—Li,| o 55100

0 -3210

09030

Ly« Lo+ Ly, 05100
0-3210
09010
L2<—L2/2> 0-3100
0-3210

1981

Ly« L3+3Ls, | 96130

0-3210

09010

L4HL4+3L2, 00130
00240

090 10

Ly« Ly—2Ls, 001 30

000 -20

19818
L4<——L4/2) 00130
00010

05090

Ly —Li—Ls {60130
00010

05000

Ly—Ly—1Ls {50130
00010

09000

Ly — L3—3L4, (50100
00010



Toutes les variables sont essentielles. La solution est donc unique et la famille est libre.
E et I sont supplémentaires.

Exercice 3 :

1-11
1. ME(f) = <g 1 —2>.
2. a) Puisque c’est une famille & 3 éléments et puisque dim R? = 3, il suffit de montrer qu’elle
est libre.
Si )\1(1, 0, 1) +)\2(0, 1, 1) +)\3(1, 1, 1) = (0, O, O), alors )\1 +)\3 = 0, )\2—|—)\3 = O, )\1 +)\2—|—)\3 =0.
En soustrayant la deuxieme équation a la troisieme, on trouve \; = 0. D’apres la premiere
équation, on doit avoir A3 = 0 et d’apres la deuxieme, Ay = 0. Donc la famille est libre. C’est
une base.

101

b) MgV = ((1) ! %>
¢) C’est 'inverse de la matrice précédente (propriété du cours). Cherchons donc 'inverse de

<(1J 7 %), par l'algorithme de Gauss.

11
1
1)
0

L3<—L3—L1><(1)(1)8>7<

-101

OO
OO —H=O

100 10 1
Ly «— Lg— L 010 01 1
3 3 29 0-11/’\o00 -1
10 0 101
Ly« —Lz (010 )J,(011
00 -1 001
10 -1 100
L1<—L1—L3,<010),<011)
00 1 001
10 0 100
Ly «— Ly—L <0171> (010)
2 2 o001/ \001

u en faisant le produit des matrices élémentaires :

10 0 10-1\ /10 0 100 100
MyB=(01-1 01 0 01 0 010 010
00 1 00 1 00-1/\o-11/\-101

L’inverse est obte

=



3. ME(f) = MgV MY(f)(MpV)~" donc :
ME(f)" = MgV My (f)"(MgpV) ™!
=) G ) (37 1)
= (411) (- )

1 1-27 1427
= 1-(-»)* 1 —14(-Dn
(1—(—1)" 1—2n —1+(—1)n+2">

HOH RO
O =0

Exercice 4 :

1. a) Ker f = {(z1, z9, x3) tq 1 + 22 — 223 = 0 et x1 + 225 — 3x3 = 0}.

Résolvons le systeme d’équations. Sa matrice augmentée est A = (} 5 3 8). On lui applique
I’algorithme de Gauss :

Lo <—L2—L1,(é%jg)

Ly—Li— Lo, ($9719)

Les variables z; et x5 sont essentielles; x3 est libre. Résolvons donc en fonction de xs.
T

1
Les solutions sont les (x1, x5, x3) tels que ((1) 01 8) 22 | =0, soit &1 = x3 et x5 = x3.
-1

Donc Ker f = {(x3, %3, 23) tq 3 € R} = Vect{(1,1,1)}.

La famille {(1,1,1)} est libre (c’est une famille a un seul élément, non-nul) donc c’est une base
de Ker f.

b) II faut montrer que, si (1, xq,x3) € Ker f, alors (1, zq,x3) € Kerg. Si (21,29, x3) € Ker f,
d’apres la question précédente, x1 = x5 = x3 donc :

(21, 29, 23)) = g((z3, 73, 23)) = (x3 — 23,223 + 23 — 323) = (0,0)
= (x1,$2,$3) € Kerg

2. On note & = (€}, ey) et €3 = (eq, eq, €3) les bases canoniques de R? et R3.

fler) = (1,1) = € + €, flea) = (1,2) = €} + 26}, f(es) = (—2,—3) = —2¢}| — 3¢}, donc
Mg () = (1275)

De méme, Mﬁg(g) = (% 9 ::1)))

3.a) (28)(1523) = (fhef2h —3¢73Y) donc I'égalité est vraie si et seulement si :

a+b=1
a+2b=0
—2a—3b=—1
c+d=2
c+2d=1
—2c—3d=-3



Soit :

b=1—-a
—a+2=0
a =
d=2—-c
—c= -3
c=3
ce qui est équivalent a a = 2,0 = —1,c=3,d = —1.

b) Soit i : R* — R? I'application dont la matrice dans la base canonique est (2%), pour les
valeurs de a, b, ¢, d trouvées a la question précédente.
Alors Mg (9) = (39 25) = (25) (12 33) = ME(MME(f) = Mgi(ho f) donc g = ho f.
Donnons une expression explicite de h. Puisque Mgg(h) = (% j), on doit avoir :

h(e}) = 2€] + 3¢, hiey) = —e] — €
Pour tout (z,y) € R?, h((z,y)) = zh(e}) +yh(ez) = (2z —y)ei + (3x —y)ey = 2z —y, 3z —y).

Exercice 5 :

1. a) Soit © € E tel que # # 0. Soit k le plus petit entier de N* tel que f*(z) = 0. Alors
fEl(z) £ 0 et f(f*(z)) = 0 donc f*1(x) est un élément différent de 0 de Ker f. (Si k =1,
@) = 1d(2) = 2.)

b) dim(Im f) = rang f = dim £ — dim(Ker f) = n — dim(Ker f).

Puisque Ker f # {0}, dim(Ker f) > 0 donc dim(Im f) < n.

c) Soient z,y € Im f et A\, u € R quelconques. f'(Ax + py) = f(Ax + py) = Mf(x) + pf(y) =
Af'(x) + pf'(y). Donc f' est linéaire.

Soit d € N* tel que f? = 0. Pour tout x € Im f, f'¥(x) = f%(z) = 0. Donc f'¢ = 0 et f’ est
nilpotente.

d) Si k <s, f(ex) € Vect{ey,...,ex_1}, par hypothese.

Sike{s+1,..,n}: f(ex) € Im f = Vect{ey, ...,es} C Vect{ey, ..., ex_1} puisque s < k — 1.

2. Pour n = 1 : puisque Ker f # {0}, dimKer f > 1 = dim E donc, comme Ker f C F, ce qui
implique que dim Ker f < dim E, dim Ker f = dim E et Ker f = E. Si (e1) est une base de F,
on a donc e; € Ker f donc f(e;) € Vect{d} = {0}.

On suppose qu’on a démontré la propriété voulue pour dimE < n (avec n > 1) et on la
démontre pour dim £ = n.

Puisque dimIm f < n (question 1.b)) et f' : Im f — Im f est nilpotente (1.c)), on peut
appliquer & Im f et f’ 'hypotheése de récurrence : il exisete (e, ..., e5) une base de Im f telle que,
pour tout k <'s, f'(ex) € Vect{ey,...,ex_1}. On la complete en une base de E, B = (eq, ..., €,).
D’apres la question 1.d), B vérifie la propriété voulue.

Donc on a démontré I’hypothese de récurrence au rang n.



3. La k-ieme colonne de f est Mg(f(ex)). Puisque f(er) € Vect{ey, ..., ex—1}, il existe Ay g, ..., A1k €
R tels que :

f(ek) = /\Mel + ...+ )\k_Lkek_l = /\Lkel + ...+ )\k_Lkek_l + O~€k + ...+ 0.6n

ALk
Done Mu(fler)) = | a i

0

Donc :
0 A2 . Mon
ME(fy=1]°°
. /\n—l,n
0 0



