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Controle continu : algebre linéaire

Corrigé

Exercice 1 :

FF+FE={ut+vtque F,ve F}

Fy 4+ F5 est un sous-ensemble de E, puisque, pour tous u € Fi,v € F5, u + v est la somme
de deux éléments de F et est donc également un élément de E. Montrons qu’il s’agit d’un
sous-espace vectoriel de F.

- Fy + Fy # 0 : puisque F; et F, sont des sous-espaces vectoriels, O € F| et 0 € F, donc
0p = O+ Opf € Fi + F.

- F| + F5 est stable par addition : il faut montrer que, si w et w’ sont des éléments de F; + Fy,
alors w + w’ est aussi un élément de F; + F5. Si w,w’ sont des éléments de F + Fy, il existe
u,u’ des éléments de F; et v, v des éléments de Iy tels que w = u+v et w' = v’ + v'. Alors,
w+w = (u+u)+ (v+0) et est donc un élément de Fy + Fy car u+u € Fy et v+ v € Fy,
puisque Fi et F;, sont stables par addition.

- F} + F5 est stable par multiplication par un scalaire : si w € F} + Fy et A € C, alors w est de
la forme w = u + v avec u € F} et v € Fy, donc Aw = Au + A\v. Puisque F} et Fy sont stables
par multiplication par des scalaires, \u € F et A\v € F; donc AMw € F| + F.

Exercice 2 :

&
5

1. Appliquons a lgorithme de Gauss.
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Posons D = égg) la matrice qu'on vient d’obtenir. Cette matrice est diagonale et A =
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Exercice 3 :

1 -21 0
1. La matrice augmentée associée au systeme est A = (_11 A _21) Calculons la matrice
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La matrice échelonnée réduite associée au systeme est I;. Cette matrice contient la ligne (000 1).
Il n’y a donc pas de solution.

Ly L .y N Pt 11 3 -1
2. La matrice échelonnée réduite associée au systeme est A = (0 1 11 —3>. Calculons par
21 6

I’algorithme de Gauss la matrice échelonnée réduite associée.
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La matrice échelonnée réduite associée au systeme est Uz =

1
contient pas de ligne de la forme (000008) avec §#0. Il y a u moins une solution au
systeme.

Les variables essentielles sont x1, 29, x4 (car les pivots se trouvent dans les colonnes 1,2 et 4).
Les variables x3 et x5 sont libres. Il y a une infinité de solutions. Calculons-les.

Les solutions du systeme sont les quintuplets (x1, xo, T3, T4, T5) tels que :

x1
x2
x3
UA x4 — 0
x5
—1

42
Cette égalité matricielle est équivalente a <x2_x;i+2;c;51+2> = 0. Les solutions sont donc exacte-
T4+T5—
ment les quintuplets tels que :
Ty = —21’3

Q32:$3—2.§C5—2

1'4:—[E5—|—1

Les solutions sont donc 'ensemble {(—2z3, x5 — 225 — 2,23, —x5 + 1, 75) tq x3, 25 € R}.
Exercice 4 :

1. Notons E = {f : R — R tq f(0) = 0}. Cet ensemble est inclus dans F(R,R), I'ensemble des
fonctions de R dans R, qui est un R-espace vectoriel (d’apres le cours). Montrons qu'’il s’agit
d’un sous-espace vectoriel de F(R,R); cela impliquera qu’il est lui-méme un espace vectoriel
sur R.

- F est non-vide : il contient la fonction nulle f : x — 0.

- E est stable par addition : si f1, fo € E, (fi + f2)(0) = f1(0) + f2(0) = 0+ 0 = 0 donc
fi+f2€E.

- E est stable par multiplication par un scalaire : si f € F et A € R, alors (Af)(0) = Af(0) =
A.0=0donc \f € F.

2. Notons F = {A € M, (R) tq AB = BA}. Cet ensemble est inclus dans M,,(R). Montrons
qu’il s’agit d’un sous-espace vectoriel de M, (R).

- E est non-vide : 0 € E puisque 0.B = 0 = B.0. (Ici, 0 désigne la matrice nulle de taille n x n.)
- E est stable par addition : si Ay, Ay € E, (A1+A2)B = AiB+AyB = BA1+BAy = B(A1+As)
donc A1 + As € E.

- E est stable par multiplication par un scalaire : si A € Eet A € R, (AA)B = \(AB) = ABA =
B(\A).

3. Notons F cet ensemble. S’il s’agissait d’'un sous-espace vectoriel, il serait stable par multi-
plication par un scalaire. Montrons que ce n’est pas le cas.



Soit f la fonction constante égale a 1 (c’est-a-dire f(z) = 1 pour tout z € R). Cette fonction
appartient bien a E puisque 1 > 0. Soit A = —1. Alors Af est la fonction constante égale a —1
(c’est-a-dire f(x) = —1 pour tout = € R). Elle n’appartient pas a E puisque —1 < 0. Donc F
n’est stable par multiplication par un scalaire.

Exercice 5 :

1. a) Supposons que la k-eme ligne de M; est nulle. Alors la k-éme ligne de M; M, est aussi
nulle. En effet, pour tout [ € {1,....,n} :

n

(M M)y =Y (Mi)go(Ma)s,

s=1

Puisque la k-eme ligne de M; est nulle, (M) = 0 pour tout s € {1,...,n}. Donc (M;Ms),
est une somme de termes nuls et (M;Ms),; = 0.

b) Si M avait une ligne nulle, alors, d’apres la premiere question, MM ~! aurait également une
ligne nulle, ce qui est impossible car MM ~! = I, et la matrice identité n’a pas de ligne nulle.
2. a) UAB = (MAA>B = MA(AB) = MAIn = MA

b) Si Uy avait une ligne nulle, M4 = Uy B aurait aussi une ligne nulle, d’apres la question 1.a),
appliquée a My = Uy et My = B. Or My est inversible. Donc, d’apres la question 1.b), M4 n’a
pas de ligne nulle. Donc Uy n’a pas de ligne nulle.

¢) Aucune ligne de Uy n’est nulle, d’apres la question précédente. Chaque ligne non-nulle
contient alors un pivot car par définition, un pivot est le premier terme non-nul d’une ligne, s’il
existe (et il existe donc des que la ligne contient au moins un terme non-nul, c¢’est-a-dire des
que la ligne est non-nulle).

Notons Iy, s, ..., I, les positions des pivots de chaque ligne (c’est-a-dire que le pivot de la premiere
ligne est sur la colonne [y, le pivot de la deuxieéme ligne sur la colonne [ etc.). Puisque la matrice
U4 est échelonnée, [; < Iy < ... <, : chaque pivot est strictement a droite du pivot de la ligne
précédente.

On a [y > 1. Puisque Iy > [, [ > 2. De méme, l3 > 3 etc. On a donc, par récurrence, [, > k
pour tout k < n.

De plus, I, < n (il n’y a que n colonnes dans la matrice Uy). Puisque [,y < I, l,-1 <n—1
etc. Donc, pour tout k < n, [, < k.

Puisque k < I, <k, I, = k pour tout k. Les pivots sont donc situés sur la diagonale. Tous les
termes a gauche de la diagonale sont nuls (car les pivots sont les premiers termes non-nuls de
leur ligne) et tous les termes au-dessus de la diagonale sont nuls (car U, est échelonnée réduite
donc aucun terme au-dessus d’un pivot n’est non-nul). De plus, les termes de la diagonale valent
tous 1 (car ils sont en position de pivot et Uy est réduite). Donc Uy = I,.

d) D’apres les questions a) et ¢), M4 = [,B = B. Puisque MpsA=Uy = 1,, BA=1,.

Exercice 6 :
Soit A € M,,(R). Calculons AD et DA.



Pour tous k,l < n :

(AD)g = ZAk,st,l
s=1
L’élément Dy, est toujours nul, sauf si s = [, auquel cas il vaut As. Donc (AD)y; = A, Dy =
N A

De méme :

n
(DA, = ZDk,sAs,l = Dy Aki = MeAky

s=1
On a alors AD = DA si et seulement si, pour tous k,l < n, (AD)g; = (DA)g,, soit N A, =
AeAp
Si k = [, la condition \jAg; = Ak, est vérifiée quelle que soit la valeur de Ay, puisqu’alors
AL = AL
En revanche, si & # [, la condition \jAy; = A\yAy; est vérifiée si et seulement si A;; = 0.
En effet, elle est équivalente a (A, — Ap)Ax,; et on a supposé que les A, étaient tous différents,
c’est-a-dire que \; — A\ # 0si l # k.
Donc AD = DA si et seulement si Ay; = 0 pour tous k et [ différents, c’est-a-dire si et seulement
si A est diagonale.



