Ecole Normale Supérieure Topologie, analyse et calcul différentiel

Feuille d’exercices n°10
Corrigé

Exercice 0

1. a) L’ensemble K, est normal (car compact). Puisque F' N K, 1 est un fermé de K, 1,
inclus dans K, 11 — (GN K,41), qui est un ouvert de K, 1, il existe U ouvert de K, tel que :

FﬂKn_H C UCUC Kn+1—(GﬂKn+1)
Pour la méme raison, il existe V' un ouvert de K, tel que :
GNK,,nCcVCVCKy,—-U

Posons I = FUU et G’ = GUYV. Ces deux ensembles sont fermés. Ils sont disjoints. En effet,
comme U,V C K, :

— FNG = () par hypothese.

~UNGCcUN(GNK,1)=0

FNVC((FNK, )NVcUnV =40

~UNnvV=40

Par construction, F' C F'et G CG'. Deplus, FNK, CUNK, C Uﬂf(n+1 Puisque Uﬂf(nﬂ
est un ouvert de Kn+1, qui est ouvert, c’est aussi un ouvert de X. Comme il est inclus dans F”,
il est inclus dans 7. Donc F N K, C ad

De méme, G N K, C G

b) Soient F,G deux fermés disjoints. D’apres la question précédente, on peut construire par
récurrence des suites (F,)nen et (Gp)nen telles que Fy = F, Gy = G et, pour tout n :

- F,NG,=10

- F,CF,1,G, CGpiq

~ F,N K, C Fpit,GyN K, C Gpit

On pose U = Uﬁn et V = Uén. Ce sont des ouverts de X

Pour tout n, FNK, C F,NK, C Fnﬂ C U. De méme, GN K, C V. D’apres la propriété (3),
cela implique que FF C U et G C V.

De plus, U et V sont disjoints. En effet, si x € UNV | il existe n, m tels que x € F,, et v € G,,.
Mais alors & € Frax(n,m) N Gmax(n,m) = 0.

On a donc trouvé deux ouverts disjoints de X dont 'un contient U et 'autre V.

2. Soit (uy,)nen une suite de réels qui converge vers 0 sans prendre la valeur 0. On considere la
topologie T sur R dont les ouverts sont de la forme U =V — B ou V est un ouvert de R pour
la topologie usuelle et B C {uy, }nen.



Pour tout N € N, [-N; —<]U{0} U [+; N] est compact pour T car la topologie induite par T
sur cet ensemble est la topologie usuelle. L’ensemble R peut donc s’écrire comme une union de
compacts emboités.

De plus, R est séparé car la topologie T est plus fine que la topologie usuelle, qui est séparée.
Néanmoins, R n’est pas normal pour 7. En effet, si on pose A = {u, }nen, A est fermé (car son
complémentaire est ouvert). Le singleton {0} est aussi fermé.

Montrons que A et {0} n’admettent pas de voisinage ouverts disjoints. Un voisinage V' de {0}
doit contenir un ensemble de la forme | — €;e[—A pour un € > 0. Pour tout n tel que |u,| < €,
tout voisinage de u,, rencontre | — €; €[—A et, en particulier, ne peut pas étre disjoint de V.

Exercice 1
1. a)

(u(r +y),r+y) — (ulr —y),z —y) = ((u

Posons ae = sup [(u(x), z)|.
[lz]|<1

Pour tout z, [{(u(x),z)| < |||ul|].]|z||* donc o < |||ul||. Montrons I'inégalité réciproque.
Pour tous z,y, d’apres 1’égalité qu’on vient de démontrer :

Al (u(@), )] < (lla+yl? + llz —yl*) a
= 2a(|z[]* + ||yl |*)

Donc, pour tous z, y tels que [fz], |yl < 1, [(u(x),y)| < a.

En prenant y = % (si u(z) # 0), on obtient que, pour tout x tel que ||z|| < 1, ||u(z)]] < a.

Cela implique que |||u]|| < a.
b) L’application bilinéaire (z,y) — (v(z),y) est presque un produit scalaire. En effet, elle est
symétrique et, de plus, pour tout z € H :

(@), z) = [[[ullll|=]]* = (u(@),z) = ([|ull] = a)||=[]* = 0

Elle ne vérifie en revanche pas nécessairement la séparation mais la séparation n’est pas
nécessaire pour que Cauchy-Schwarz soit vraie :

Ve,ye H o [(v(@),y)]" < (v(@), 2){(v(), )

c) Pour tous z,y tels que [[y|| = 1, [{v(z), »)|* < (v(z), 2)||[v[|[[|y][* = [[[v][[{v(z),z).
Si v(z) = 0, I'inégalité demandée est évidente. Sinon, on pose y = HZEgH et on obtient, grace a

la derniere inégalité :
lo@)II* < [[lvfl[{v(@), )

d) Soit (x,)nen une suite d’éléments de H tels que (u(z,),z,) — |||u||| et ||z,|] = 1. Alors
(v(an), zn) = [|lull]-lzal* — (w(zn), z0) — 0.




D’apres la question précédente, cela implique que ||v(z,)|| — 0. L’application v n’est donc pas
inversible (on rappelle que si une application linéaire continue f entre deux espaces de Banach
est inversible et d’inverse continu, alors il existe ¢ > 0 tel que, pour tout z, || f(x)|| > ¢||z||).
D’apres la définition de v, cela veut dire que |||u||| € Sp(u).

2. Soit (Ay,)n la suite (finie ou infinie) des valeurs propres non-nulles de u. Puisque u est compact,
on sait que cette suite ne peut avoir que 0 pour valeur d’adhérence.

On sait aussi que les espaces propres associés a des valeurs propres distinctes sont orthogonaux

1 /L
les uns aux autres. On peut donc bien poser Hy = Ey @ (@E,\n). Il faut montrer que Hy = H.

Puisque Hj est fermé, il suffit de montrer que son orthogonal est réduit a {0}.

Notons GG = Hy . Raisonnons par I'absurde et supposons que G # {0}.

C’est un espace stable par u (car Hy est stable par u et u est autoadjoint) et u|¢ est toujours un
opérateur autoadjoint et compact. Si G’ # {0}, uje n'est pas I'application nulle, sinon G' C Ej.
D’apres la premiere partie de 'exercice, il existe donc A # 0 tel que le spectre de g contient A.
Alors Md — ug n’est pas inversible. Puisque c’est un opérateur de Fredholm d’indice nul, cela
implique qu’il a un noyau non-trivial (sinon, il est injectif et d’image G tout entier donc, par
le théoreme de I'isomorphisme, il est continument inversible). Donc A est valeur propre de u¢
et il existe un vecteur propre de u qui appartient a G. C’est en contradiction avec la définition
de GG, qui est orthogonal a tous les vecteurs propres de u.

Exercice 2

1. a) 1l suffit de montrer que |||(u — 2Id)~1||| — 0 lorsque |z| — +oo. Puisque ¢ est continue,
cela impliquera que ((z) = ¢ ((u — 2Id)™!) — 0.

Pour tout € B, |(u = zId)z|| 2 [|z2] = flu(@)I| = (2] = {[[ull})]l=]].
Done, pour tout y € E, si on pose # = (u—2Id)~ (y), ona [[y[| > (|z| = |[Jul[)](u— zId) = (y)]].
Cela implique que, pour tout z € C tel que |z| > |||u||| :
o R
[|(u — 21d) ()H_| Il y €
= e =17 = =y

et cette derniere expression tend bien vers 0 lorsque |z| — +o0.

b) Soit z; € C. Nous allons montrer que ¢ est développable en série entiére au voisinage de 2.
Quitte a poser 4 = u — zpld, on peut supposer que zy = 0.

L’application u étant inversible (sinon 0 appartiendrait au spectre), on peut écrire (u—zId)~! =
ut(Id — zu™1) 71 Lorsque |z] < m, on a:

n>0 n>0

(u— zId)_1 =u'o <Zznu—”> = Zznu—(n—i-l)

La série converge absolument. On a donc :

6 ((u—21d)™) = lim (;Z% n+l>

N—+o00



Puisque ¢ est continue, il existe C' > 0 tel que, pour toute f € L.(E), |¢(f)| < C|||f]|]. Alors,
pour tout n, [2"¢(u""+Y)| < C|||u~t|||"*|2|". La série de I'équation précédente converge donc
lorsque |z| < m et on a donc :

C(z) = D2 p(u"HY)

n>0

L nest

2. La fonction u n’est pas nulle (sinon son spectre serait {0}, donc non-vide). Donc u~
pas non plus la fonction nulle.

D’apres le théoreme de Hahn-Banach, il existe ¢ : L.(E) — C une application linéaire continue
telle que ¢(u~1) # 0.

Définissons ( comme a la question précédente. Il s’agit d’une fonction développable en série
entiere en tout point telle que ((z) — 0 lorsque |z| — 4o00. D’apres le lemme, elle est iden-

tiquement nulle. C’est imposible car ¢(0) = ¢(u~') # 0.
3. a) Si W est identiquement nulle, c¢’est clair. Sinon, soit my = sup|W(z)| > 0. Il existe R > 0

zeC
tel que, si |z] > R, alors |[W(z)| < mg/2.

Pour un tel R, on a my = sup|W(z)|. Puisque B(0, R) est un compact de C et |[W] est
|zI<R

continue, |[W| atteint sa borne supérieure, c’est-a-dire mg, sur B(0, R). Donc le maximum de

|W| est atteint.

b) On note W(z) = Sa,(z — 20)" sur un certain voisinage de zo. On veut montrer que tous les
n

a, sont nuls pour n > 1. Supposons par I'absurde que ce n’est pas le cas. Soit N le plus petit
entier strictement positif tel que ax # 0.

Alors W (2) = ag + an(z — 20)Y + o(]z — 20|") en 2. Puisque |W (zo)| = mo, ap = mpe
un certain réel 6.

Posons ay = pe~ | avec p, 0y deux réels tels que p > 0.

Pour t € R, W(zg + te®=N/N) = ¢ (mg + N p) + o(tV). On a donc |W (zq + te!l@o=0N/N)| =
mo + tVp + o(t"). Lorsque t est strictement positif mais assez proche de 0 :

# pour

W (2o + tei(eo_eN)/N)| > my

C’est en contradiction avec la définition de my.

c¢) Soit x un point ou W atteint son maximum. On pose yo = W (z). C’est un complexe tel que
|yo| = mo. Soit A ={z € C tq W(z) = yo}.

C’est un ensemble fermé car W est une fonction continue. D’apres la question b), c’est aussi
un ouvert de C. C’est un ensemble non-vide. Puisque C est connexe, on doit avoir A = C.

La fonction W est donc constante en yy. Comme elle tend vers 0 en co, yg = 0 et W est la
fonction nulle.

Exercice 3

1. Soit f € L*([0;1]). C’est aussi une fonction de L', d’apres I'inégalité de Holder. Donc, pour
tout z, [7 f(t)dt est bien définie.



De plus, pour tous z,z" € [0;1] :

/:f(t)dt‘
< [“wi < \/ / z/f(t)th‘\/' [ 1] <11ty

La fonction H(f) est donc continue. En particulier, elle appartient bien a L?.

De plus, d’apres l'inégalité précédente, si ||f]la < 1, |[H(f)(z) — H(f)(2')| < y/|x — 2!| pour
tous x, 2’ € [0;1]. La famille {H(f) tq || f||2 < 1} est donc équicontinue.

De plus, pour tout = € [0; 1] et toute f telle que ||f|]o < 1, |H(f)(x)| < vz + |H(f(0))] = /.
Donc, pour tout z, {H(f)(z) tq ||f||2 < 1} est borné (donc d’adhérence compacte) dans R.
D’apres le théoreme d’Ascoli, 'ensemble {H(f) tq || f|]2 < 1} est donc d’adhérence compacte
dans (C([0;1],R), ||-||eo)- L'injection ¢ : (C([0; 1], R), ||.||ec) — (L*([0;1]),]|.]|2) est continue (car
|-/l2 < I|-l|eo) donc {H(f) tq || f]]2 < 1} est d’adhérence compacte dans L?([0; 1]).

L’opérateur H est compact.

[H(f)(z) = H(f)(«)] =

2. Supposons que H(f) = Af et montrons que f = 0.

Premier cas : A € C — {0}.

Alors, puisque H(f) est continue (on I'a vu a la question précédente), f l'est aussi. Alors
H(f) est la primitive d'une fonction continue. C’est donc une fonction différentiable et f est
également différentiable. En dérivant 1’égalité H(f) = Af, on trouve :

f=A2f
11 existe alors ¢ € R tel que f(t) = ce'/* pour tout ¢ € [0;1]. Puisque f(0) = +H(f)(0) = 0,
¢=0donc f=0.
Deuxieme cas : A = 0.
Puisque la fonction f est de classe L', la fonction H(f) est dérivable presque partout, de dérivée
f. Puisque H(f) = 0, f = 0. Le résultat selon lequel H(f) est dérivable presque partout se
trouve par exemple dans Rudin (théoreme 8.17).

Si on ne souhaite pas utiliser ce théoreme, on peut remarquer, en utilisant Fubini, que si
H(f) =0, alors, pour toute fonction g € L*([0;1]) :

0= [ B @9 = [ 10 ([ slwde) = [ G

ot I'on a posé G(t) = [} g(x)dx.

En particulier, pour toute fonction h de classe C' valant 0 en 1, [J f(t)h(t)dt = 0 (car il
existe g € L' tel que h(t) = [! g(x)dx). Comme H(f)(1) = 0, c’est aussi vrai lorsque h est
identiquement égale a 1. C’est donc vrai pour toutes les fonctions constantes. C’est donc vrai
pour toute fonction h de classe C!, quelle que soit sa valeur en 1. Par continuité, pour toute
fonction h € L2, [j f(t)h(t)dt. Cela implique que f est nulle.

3. Pour tout A € C — {0}, H — AId est un opérateur de Fredholm d’indice nul. Il est inversible
si et seulement si il n’admet pas de vecteur propre, ce qui est le cas d’apres la question 2. Donc
A n’appartient pas au spectre.



En revanche, 0 appartient toujours au spectre d'un opérateur compact (lorsque l'espace de
définition est de dimension infinie). On a donc Sp(H) = {0}.

L’application H n’est pas nilpotente, sinon son noyau ne serait pas réduit a 0, c’est-a-dire que
0 serait valeur propre, ce qui n’est pas le cas par b).

Exercice 4

Si H est de dimension finie, S lui-méme est de rang fini donc la suite constante convient.

Supposons maintenant H de dimension infinie.

Commencgons par le cas ou H est séparable. Soit alors (e, ),en une base hilbertienne de H. Pour

tout N € N, soit Py la projection orthogonale sur Vect {eg, ..., en}.

On pose, pour tout n, S, = P,0S. C’est un opérateur de rang fini puisque son image est incluse

dans Vect {eg, ..., e, }.

Montrons que S,, — S lorsque n — +oo. Soit € > 0 quelconque. Posons K = S(Bg(0,1)).

L’ensemble K est compact puisque S est un opérateur compact.

Pour tout n, posons V,,. = {x € H tq d(x, Vect {e, ...,e,}) < €}. Ce sont des sous-ensembles

ouverts de H, emboités les uns dans les autres, dont I'union est égale a H (puisque (e, ), est

une base hilbertienne).

Puisque K est compact et puisque J(V,, N K) = K, il existe N tel que K C V,, pour tout
n

n > N.
Soit n > N quelconque. Pour tout z € E tel que ||z|| < 1, S(z) € K donc S(z) € V,,.. Donc
||S(z) — P, o S(z)|| <e. Donc :

sup ||(S = 5n)(@)[| < €
||]]<1
Donc [||S = Su||| <e.

Montrons enfin que le résultat est aussi vrai si H n’est pas séparable. Dans ce cas, on pose
Hy = Vect (K) on K = S(Bg(0,1)). Puisque K est un compact d'un espace métrique, c’est un
espace séparable. On peut donc vérifier que Hy I'est aussi.

L’opérateur S est a images dans Vect (S(Bg(0,1))) C Hy. D’apres la premiere partie du raison-
nement, si on considere S comme un opérateur de F dans Hy et non comme un opérateur de
E dans H, on obtient qu’il est limite uniforme d’opérateurs de rang fini.

Exercice 5
1. a)

1(A = 21d)(2)[]* = (A(z) = R(2)z — ilm (2)z, A(2) — R(2)2 — ilm (2)z)
= [|A(2) = R(2)=|]* + [Im 2*[|2[|* + i((Im (2), A(z) — R(2)z)
— i{A(z) = R(z)z, Im (2))
= |lA(x) = R(z)|]* + [Im 2[*[|] |

> T 2|z |*

b) Tm (A — 21d) = Ker (A — 21d)*) = Ker (A — z1d)



Or, d’apres la question précédente appliquée a Z au lieu de z, A — ZId a un noyau réduit a 0 si
Im z # 0.

Donc Im (A — zId)l = {0}, ce qui implique que Im (A — 2Id) =

¢) Soit z quelconque tel que Im z # 0. Montrons que z ¢ Sp(A).

D’apres la question a), Ker (A — zId) = {0}.

Posons F = Im (A — zId). D’apres la question a), c’est un fermé de H (car ||(A — zId)(z)|| >
Im z|.||z|| = |Imz|.d(z,Ker (A — 2Id))). Comme c’est un ensemble dense d’aprés b), on a
E=H.

L’application A — zId est donc une bijection linéaire continue de H dans lui-méme. Par le
théoreme de 'isomorphisme, c¢’est un isomorphisme : A — zId est inversible et z ¢ Sp(A).

2. a) Commengons par montrer le résultat pour H complexe.

Si A € Sp(A), alors P()\) € Sp(P(A)).

En effet, puisque \ est racine de P(X) — P()), il existe () un polynéme tel que P(X)— P(\) =
(X — N)Q(X) Alors P(A) — P(A\)Id = (A — AMId)Q(A) et ne peut pas étre inversible (sinon
Q(A) (P(A) — PWIA) ™" = (P(A) — P(\)Id) "' Q(A) serait son inverse & gauche et & droite).
Réciproquement, si p € Sp(P(A)), on peut écrire P(X) — p = a(X — x1)...(X — x,).

Si P(A) — p n’est pas inversible sur H, il existe k tel que A — z4Id n’est pas inversible. Alors
1, est un élément du spectre de A sur H.

Donc x € Sp(A) et P(xy) — p = 0 soit u = P(xy).

Traitons maintenant le cas ou H est réel.

On peut voir H comme un sous-espace d’un espace de Hilbert complexe, Hc. Cet ensemble He¢
est défini comme {x + iz’ tq z,2’ € H}, avec I'addition et la multiplication par des scalaires
qui s'imposent. On peut prolonger A a H¢ en une application C-linéaire, qu’on note Ac.
L’application Ac¢ est toujours autoadjointe :

(Ac(z +ia'),y +iy') = (A(x),y) — i{A(@"), y) +i(A(x), ') + (A2"),y)
= (z, A(y)) —i(z’, A(y)) +i(z, A(y")) + (2, A(y"))
)

= (x +iz', Ac(y + 1)

De plus, on remarque qu'un opérateur B : H — H est inversible si et seulement si B¢ : He —

H¢ Dest.

En effet, si B l'est, et si ¢ est son inverse, ¢¢ est l'inverse de Be. D’autre part, si Be est

inversible, d’inverse ¢, alors la restriction de ¢ & H (dont on peut montrer qu’il prend ses

images dans H) est l'inverse de B.

En appliquant cette remarque a B — xId pour tout € R, on obtient que Sp(B) = Sp(Bc¢) NR.

Si B est autoadjoint, on a donc Sp(B) = Sp(Bc) (car Sp(Bc¢) C R).

On a P(A)c = P(Ac) et P(A)c est autoadjoint donc Sp(P(A)c) = Sp(P(A)). D’apres la

premiere partie de la question, cela implique Sp(P(A)) = P(Sp(Ac)) = P(Sp(A)

b) D’apres la question 1 de 'exercice 1, ||[|P(A)||| = sup |z|= sup |P(z)
zeSP(P(A)) zeSP(A)

¢) L’ensemble des polynéomes est dense dans C'(Sp(A),R). Puisque P — P(A) € L.(H) est

une isométrie et L.(H) est complet, cette application se prolonge de maniere unique (et le

prolongement est toujours une isométrie).



d) C’est vrai lorsque f et g sont des polynémes. Par continuité de ¢4, c’est donc vrai pour
toutes fontions f, g.

e) Pour tous z, vy, (f(A)z,y) = (z, f(A)y) lorsque f est un polynéme. Par continuité, c’est vrai
pour toute fonction f.

3.a) Si f > 0, alors /f est bien définie. On a u(f) = (V/f(A) V(A &) = (VF(AEVF(AE) >
0.

b) Si f est nulle sur Sp(A), f(A) = 0 donc [; f(z)du(xz) = 0. Cela implique que u(R—Sp(A4)) =
0.

c) Si f € C(R), alors [[f(A)E|]* = (f(A)E, F(A)E) = (F(A)E, &) = Jp [ (x)du(z) = || fI[5.
L’application G : f € C.(R) — f(A)¢ € H est donc unitaire au sens de la norme L? sur C.(R).
Elle se prolonge donc par continuité & tout L*(R, u) (car I'ensemble des fonctions continues
a support compact est dense dans L*(R, i) si p est une mesure de Radon). L’opérateur ainsi
obtenu est toujours unitaire.

Son image est dense car elle contient Vect { A”¢}. En effet, pour tout n, il existe une application
continue & support compact qui est égale a x — x™ sur Sp(A). Si on note f une telle application,
on a f(A) = A" donc f(A)f = A"E.

De méme qu’a la question 1.c), elle est donc inversible : G est un isomorphisme.

d) Soit f € C.(R). Alors Ao G(f) = (Af(A))E = (g(A))E si on note g(x) = zf(x) pour tout
x € R. Par densité de ’ensemble des fonctions continues a support compact, c¢’est vrai sur tout
L*(R,p). Donc G'o Ao G(f) =g = (x — xf(x)).

4. Soit (e, )nen une base hilbertienne de H.

On construit les H,, par récurrence de sorte que ces espaces soient en somme directe, vérifient
la deuxieme propriété demandée et soient tels que e, € Hy & Hy @ ... & H,, pour tout n.

On pose Hy = Vect { Akey, k € N}.

Pour tout n, soit e, € Hy & ... & H,_1 et alors on pose H, = {0}, soit ce n’est pas le cas et
alors on note y la projection de e, sur (H, & ... ® H,_1)*.

On prend H, = Vect {A*Fy, k € N}. C’est bien un sous-espace vectoriel fermé. De plus, il est
orthogonal & Hj pour tout k < n car y € Hi- et A laisse Hj stable (donc aussi Hi-). Enfin,
e,e Hi®..® H,.

5. Sur chacun des H, de la question précédente, on applique le résultat de la question 3. On
obtient donc (4,,) des mesures a support compact inclus dans Sp(A) et (G,,) des isomorphismes
d’espaces de Hilbert de L*(R, p,,) vers H,.

On définit G((f,.)) = G1(f1) + Ga(f2) + ... pour tout (f,) € L*(R,u1) & LA(R, pg) & .... Cet
opérateur est bien défini, continu car les Gy sont unitaires, et inversible (on peut exprimer son
inverse en fonction des G ').

G_l OAOG(fl,fQ, ) = (Gfl OAOGl(fl),Ggl OAOGQ(fQ), ) = (Z‘ — I‘fl(l’),l‘ — Ifg(.’l?), )




