Ecole Normale Supérieure Topologie, analyse et calcul différentiel

Feuille d’exercices n°2
Corrigé

Exercice 1

1. 7 est la topologie discrete. En effet, soit U C X quelconque. Notons f : X — R I'application
qui vaut 0 sur U et 1 sur X — U. Puisqu’elle est continue, U = f~1(] — oco; 1/2[) est ouvert pour

T:UeT.

2. a) L’ensemble A U B est le plus grand ouvert inclus dans A U B. Comme AU B est ouvert
et inclus dans AU B, on a :

AUBC AUB
En revanche, on n’a pas nécessairement égalité. Par exemple, dans R muni de la topologie
usuelle, si on prend A = [0;1] et B =[1;2] :

AU B =]0;2|
mais AU B =)0;2[—{1}
b) L’ensemble AU B est le plus petit fermé contenant A U B. Puisque A U B est fermé et
contient AU B, on a :
AUBCAUB
De plus, A est le plus petit fermé contenant A. Comme AU B est un fermé contenant A,
ACAUB. De méme, BC AU B donc AUB C AU B, ce qui implique :

AUB=AUB

c) D’apres les questions précédentes :

— (AuB) - (AUB)

c (AUB) - (AuB)
=(A-(AuB))uU(B-(AuB))
c(A-A)u(B-B)
=0AUOB



En revanche, I'autre inclusion n’est pas vraie. Le contre-exemple du a) est encore valable ici :
si A=10;1] et B =[1;2],

0(AUB) ={0}uU{2}
mais 0AUIB = {0} U {1} U {2}

3. Supposons d’abord que f est continue. Soit A C X quelconque. L’ensemble f(A) est fermé
donc f~1 ( f (A)) est aussi fermé, puisque f est continue. Puisque cet ensemble contient A, il
contient A :

A () e AT

Supposons maintenant que, pour tout A C X, f(A) C f(A) et montrons que f est continue.
Il faut montrer que, pour tout F C X fermé, f~!(F) est aussi un fermé. Soit donc F un fermé

quelconque.

Posons A = f~}(F). Puisque f(A) C F, on a f(A) C f( ) C F=Fdonc f-1(F)=AC
S7HF). Puisque, de plus, f~1(F) C f~1(F), Pégalité f~1(F) = f~1(F) est vraie et f~!(F) est
un fermé.

4. Soit {E, }neny un ensemble de parties disjointes de N, dont 'union est N. (Un tel ensemble
existe forcément : soit ¢ : N — N x N une bijection quelconque. Si on pose E,, = ¢! ({n} x N),
I'ensemble {E, },en convient.)

On considere la topologie T telle que U C N est ouvert si et seulement si U = () ou, pour tout
neN, E, — (UNE,) est fini. On peut vérifier qu’il s’agit bien d’une topologie.

Montrons qu’elle n’est pas a base dénombrable d’ouverts. Soit, par 'absurde, {U,, },en une base
dénombrable d’ouverts, qu’on peut supposer non-vides.

Pour tout n € N, fixons z,, € U, N E,,. Un tel z,, existe puisque F, — U, est fini et F,, est infini
donc E, N U, # 0.

Notons V' = N—{z,, }en. C’est un ouvert car, pour tout n, E,, —V = {z,} est fini. En revanche,
il ne contient aucun U,, puisque, pour tout n, z, € U, mais x, ¢ V. C’est en contradiction avec
la définition d’une base d’ouverts.

Exercice 2

1. Les intervalles ]a; b] sont ouverts pour cette topologie car ils s’écrivent comme 'intersection
de deux ouverts, | — 00, b] et |a; +o0].

Pour montrer qu’ils forment une base de la topologie, il faut montrer que tout ouvert de 7yim sup
est une union d’ouverts de la forme |a;b]. On sait que les ouverts de Tjimsup sont les unions
d’intersections finies d’ensembles de la forme | — oo;al ou |b; +oo[. 1l suffit donc de montrer
que toutes les intersections finies d’ensembles de la forme | — 0o; a] ou |b; +o0o[ sont des unions
d’ouverts de la forme |a; b|.



Soit ( N | —oo; an]> N ( N ]bn: —1—00[) une telle intersection. Cette intersection est égale a :
n<Np n<N2

max b,,;: min a si Ny, Ny >0

]TZSNQ nynSNl n] 1,4V2

| —oco;mina,] si Ny >0,N,=0
n<Ni

Jmax b,,; +00[ si Ny =0,Ny >0

n<Na

Dans le premier cas, cet ensemble est de la forme |a; b], avec b = Hil]{[l a, et a = max b,. Dans le
n< IV N=IN2

deuxieme cas :

ey = kg
Dans le troisieme cas :

Jmax b,,; +oo(= | J]max b,; k]

n<Na kel n<Na

Dans chaque cas, I'intersection ( n1l- oo;an]> N ( N 1on; —i—oo[) est donc bien une union
n<Ni n<N>

d’ensembles de la forme |b; a).

Solution un peu plus courte : U'ensemble E = {]a;b] tq a < b} est stable par intersection finie
et I'union des éléments de E est égale a R. L’ensemble E est donc une base de la topologie qu’il
engendre.

Cette topologie qu’il engendre est moins fine que Tyimsup car tous les Ja; b] sont des ouverts pour
ﬂim sup-

Cette topologie est aussi plus fine que Tjim sup car, pour tous a et b, | —oo; a] et |b; +oo[ s’écrivent
comme une union d’ensembles de la forme ]a’; V]. Tls appartiennent donc, ainsi que toutes leurs
unions d’intersections finies, a la topologie engendrée par F.

La topologie engendrée par £, dont E est une base, est donc égale & Tim sup-

2. Les boules ouvertes pour la topologie usuelle sont des ouverts de Tiim sup :

Je—ez+e= | Jr—ey

yElz—e;zte|

Les ouverts de la topologie usuelle appartiennent donc a Tiimsup ; Timsup €St plus fine que la
topologie usuelle. En revanche, elle n’est pas moins fine : les ]a; b] sont ouverts pour Ty sup Mmais
pas pour la topologie usuelle.

3. Le complémentaire de |a;b] vaut R—|a;b] =] — oo; a]U]b; +00]. C’est donc un ouvert. Donc
Ja; b] est un fermé; il est sa propre adhérence.

4. Tout ouvert non-vide de Ty sup contient un invervalle non-vide de la forme ]a; b], qui contient
nécessairement un élément de Q, car Q est dense pour la topologie usuelle.

5. Montrons d’abord que Tjimsup n'est pas a base dénombrable d’ouverts. Raisonnons par 1’ab-
surde et supposons qu’elle est a base dénombrable d’ouverts. Soit {U,, },en une base dénombrable
d’ouverts. Notons E = {sup U,, tq n € N} (ou sup désigne la borne supérieure standard sur R).
L’ensemble E est dénombrable.



Pour tout a € R, | — co;a] est un ouvert de Timsyp donc une union d’éléments de la base
{Up}nen. Il existe donc n € N tel que U,, C] —o0;al et a € U,,. Pour un tel n, a = sup U,,. Donc
a € E.
On a ainsi démontré R C E, ce qui est impossible car E est dénombrable. Donc Ty, sup n’est
pas a base dénombrable d’ouverts.
Supposons maintenant par l'absurde que Tjimsup €st métrisable. Soit d une distance sur R en-
gendrant Tjimsup. Alors B = {By(x,1/n) tq x € Q,n € N*} est une base dénombrable d’ouverts
pour 7Timsup'
En effet, il est clair qu’il s’agit d’un ensemble dénombrable d’ouverts. Montrons que c¢’est une
base de Tiim sup-
Soit U € Timsup un ouvert quelconque. Soit z € U. Puisque U est ouvert pour la distance
d, il existe n, € N* tel que By(z,1/n,) C U. D’apres la question précédente, il existe x, €
QN By(z,1/2n,). Alors z € By(x,,1/2n,) et By(x,,1/2n.) C By(z,1/n,) C U.
Les ouverts By(x,,1/2n,) appartiennent a B et U = UUBd(xZ, 1/2n,).

ze

Donc B est une base dénombrable d’ouverts.

Exercice 3
1. Elle contient ’ensemble vide (qui vérifie (1)) et ’ensemble X (qui vérifie (2)).

Montrons qu’elle est stable par intersection de deux éléments (cela impliquera qu’elle est stable
par intersection finie). Soient Uy, Uy € T quelconques.
Premier cas : U; ou Uj vérifie (1). Alors Uy N Uy vérifie (1) donc Uy NU; € T.
Deuxieme cas : U; et Uy vérifient (2). Alors X — (U NUy) = (X — Uy) U (X — Us) est une
union d’ensembles dénombrables, donc un ensemble dénombrable. Donc Uy N Uy vérifie (2) et
UynU, €T.
Montrons qu’elle est stable par union. Soit {U;}ic; un ensemble d’éléments de 7.
Premier cas : tous les U; vérifient (1). Alors 'UIUi vérifie (1), donc appartient a 7T .

1€

Deuxieme cas : il existe j € I tel que U; vérifie (2). Alors X — (UU,-> C X — U; donc est
i€l

dénombrable, c’est-a-dire vérifie (2). Donc JU; € T.

i€l
2. Soient z,y € X tels que z # y. Montrons qu’il existe deux ouverts disjoints dont I'un contient
x et I'autre y.
L’un des deux points x ou y au moins est différent de xy. On peut supposer x # z.
L’ensemble {z} est ouvert pour T car il vérifie (1) ; il contient x. L’ensemble X —{x} est ouvert
car il vérifie (2); il contient de plus y. Les ensembles {z} et X — {z} sont disjoints.

3. Les suites convergentes sont exactement les suites stationnaires. En effet, les suites station-
naires sont convergentes (c’est le cas dans tout espace topologique). Montrons la réciproque.
Soit z, — 2z, une suite convergente d’éléments de X. On va montrer qu’elle stationne.
Premier cas : zo, # xo. Alors {2} € T. A partir d’un certain rang, la suite (z,) doit donc étre
incluse dans {2}, ce qui signifie qu’elle est constante en z...

Deuxieéme cas : zo, = zg. Soit U = X —{z, tq 2z, # xo}. Cet ensemble vérifie (2) donc est ouvert
pour 7. A partir d'un certain rang, la suite (z,) doit donc étre incluse dans U. Or z, ¢ U si
Z, # xg. Donc, a partir d’un certain rang, z, = xo.



4. Soit Y égal a I'ensemble X, mais muni cette fois de la topologie discrete. Les suites conver-
gentes pour la topologie discrete sont les suites stationnaires, c¢’est-a-dire les mémes que pour
la topologie T .

L’application identité Id : X — Y respecte donc les suites convergentes.

En revanche, cette application n’est pas continue car {z¢} = Id~'({zo}) n’est pas un ouvert
pour 7.

Exercice 4
1. C contient X et 0.

SilUy,...,U, € C, alors :
- soit U; = () pour un certain 7, et alors NU; =0 € C

- soit X — U; est fini pour tout i et alors X — (ﬂ Ui) = U (X = U;) est aussi fini donc NU; € C
Si {U;}ier est un ensemble d’éléments de C, alors :
- soit U; = () pour tout 7 et alors UUs = hecC

- soit X — Uj est fini pour un certain j et alors X — (U Ui) C X —Ujestfiniet yU; €C.

Cette topologie est séparée si X est fini (c’est la topologie discrete) mais pas si X est infini (car
deux ouverts non-vides U et V' vérifient toujours U NV # (), puisque X — (U NV) est fini).

2. Soit z € X. Soit U un ouvert contenant z. L’ensemble X — U est fini. Notons ayq, ..., a;, ses
éléments. L’ensemble {n tq z, ¢ U} = U {n tq z,, = oy} est fini. A partir d'un certain rang,
t<s

la suite (x,,) est donc incluse dans U.

3. Il faut distinguer deux cas :

— X est fini : la topologie C est la topologie discrete. Toutes les fonctions sont continues pour
la topologie discrete.

— X est infini : Soit f une fonction continue. Soit (z,)n,en une suite d’éléments tous distincts
de X. Pour tout z € X, z,, — z donc f(z,) — f(2). Puisque, dans un espace séparé, la
limite est unique, tous les f(z) sont égaux : la fonction f est constante. Réciproquement, les
fonctions constantes sont continues.

Exercice 5

Tous les termes peuvent étre différents.
Soit A = N. On utilise la topologie T suivante :

T ={{zr € Ntqz < a} pour tout a € N} U {N}

On peut vérifier qu’il s’agit bien d’une topologie.
Pour cette topologie, les fermés sont ’ensemble vide et les ensembles de la forme {x € N tq = >
a}, pour a € N,

Lemme 5.1. Pour tout s > 0, A®) = {r €N tqgz > s}.

Démonstration. On procede par récurrence sur s. Pour s = 0, c¢’est vrai.
Supposons que c’est vrai pour s et montrons-le pour s + 1.



~Siz > s+1,alors 2 € ASHY :si F est fermé et contient A®) — {2}, alors I contient s
(puisque s € A® et s # x) donc F contient {2’ € N tq 2/ > s}. Donc x € F. Puisque c’est
vrai pour tout fermé contenant A®) — {z}, x € A® — {x}. Donc x € ALY,

~Siz<s+1,alorsx ¢ AT Six <5 2 ¢ A® donc v ¢ AGTY. Si z = s, ensemble
A — sy ={x € Ntqx >n+1} est fermé donc s ¢ A — {s} et s ¢ AT,

[

Exercice 6

1. Soit {Up, }nen une base dénombrable d’ouverts de X. Notons :

N ={n eNtqU, N A est dénombrable}

L’ensemble ( UNUn> N A est dénombrable (car c’est I'union dénombrable des U, N A pour
ne.

n € N, qui sont dénombrables).
De plus, A— (A*NA) C ( UNUn> NA. En effet, si x € A— (A*N A), il existe, par définition de
ne

A*, un voisinage V' de z tel que V' N A est dénombrable. Puisque {U,,} est une base d’ouverts,
il existe n tel que x € U, C V. Pour cette valeur de n, U, N A est dénombrable. Donc n € N/

tx e U, ).

oree ()

(En réalité, les ensembles A — (A* N A) et ( UNUn) N A sont égaux.)
ne,

L’ensemble A — (A* N A) est donc inclus dans un ensemble dénombrable. Il est dénombrable.

Montrons d’abord que A* C A**. Soit z € A*.

Soit V' C X un voisinage quelconque de z. Il faut montrer que A* NV est indénombrable.
Puisque 2z € A*, ANV est indénombrable. De plus, A*NV D (ANA*)NV = (ANV)—(A— A*).
Comme A — A* est dénombrable mais A NV est indénombrable, (AN V) — (A — A*) est
indénombrable et A* NV aussi.

Montrons maintenant que X — A* C X — A**.

Soit x € X — A*. Il existe V un voisinage ouvert de x tel que ANV est dénombrable. Pour
tout y € V, V est un voisinage ouvert de y donc, puisque A NV est dénombrable, y ¢ A*.
Donc A* NV = ; en particulier, cet ensemble est dénombrable. Donc = ¢ A**.

2. Soit A un espace topologique a base dénombrable.

Prenons X; = A* et Xy = A — A*. L’ensemble A est bien la réunion disjointe de X; et Xs.
L’ensemble X5 est dénombrable, d’apres la question précédente.

L’ensemble X; n’a pas de point isolé : si x était un point isolé, x n’appartiendrait pas a
X =A"=A"=X,.

L’ensemble X, est fermé : six € A — X; = Xy = A — A*, alors il existe un voisinage ouvert
V de = dans A tel que VN A =V est dénombrable. Aucun élément de V' n’appartient a A*
(puisqu’ils ont justement un voisinage dénombrable : V). Donc A — X7 est ouvert. Donc X est
fermé.

Exercice 7



1. Soit X = {0,1}, muni de la topologie T = {0, {0}, {0,1}}. Cette topologie vérifie Tj : deux
points distincts z et y sont nécessairement z = 0,y = 1 ouz = 1,y = 0 et {0} est un voisinage
de x qui ne contient pas y. En revanche, cette topologie n’est pas 77 car 1 n’admet pas de
voisinage ne contenant pas 0.

La topologie des parties de complémentaire fini sur un espace infini X ne vérifie pas Ty (voir
I'exercice 4) mais vérifie 77 : si z,y € X sont distincts, X — {y} est un voisinage de = ne
contenant pas y.

2. a) La relation R est réflexive : pour toute fonction définie sur X, f(z) = f(x).
La relation R est symétrique : (f(z) = f(y)) = (f(y) = f(z)).

La relation R est transitive : (f(z) = f(y) et f(y) = f(2)) = (f(z) = f(2)).
b) Soient [z] et [y] deux classes d’équivalence distinctes pour la relation R. Nous allons montrer

que ces points admettent des voisinages ouverts distincts.

Par définition de la relation d’équivalence, il existe f : X — Z une fonction continue a valeurs
dans un espace topologique séparé telle que f(z) # f(y).

Puisque Z est séparé, il existe V, V,, C Z des ouverts tels que f(z) € V,, f(y) € V, et V.NV, = 0.
Comme f est continue, f~(V,) et f~(V,) sont des ouverts de X. Ils sont disjoints et contiennent
respectivement z et y. Notons-les U, = f~1(V,) et U, = f~1(V,).

L’ouvert U, est saturé pour R :sia € U,,b € X et aRb, alors b € U, (puisqu’alors f(a) = f(b),
par définition de R, donc b € f~1(V,) ssia € f~1(V,)).

De méme, U, est saturé pour R. Les ensembles 7(U,) et m(U,) sont donc des ouverts de Y (car
7 Y (U,)) = U, est ouvert et de méme pour U,). Ils sont disjoints (car leurs antécédants par
m le sont) et [x] € 7(Uy), [y] € w(U,).

c¢) La projection 7 est continue (par définition : la topologie quotient est la topologie la plus
fine telle que 7 soit continue) et on a vu que Y était séparé.

Soit Z un espace séparé et f : X — Z continue. Pour toute classe d’équivalence [z] € YV, on
pose g([z]) = f(z). Cette définition est correcte puisque, si 2R, f(x) = f(2').

Par construction, f = go .

De plus, la fonction g est continue : si U est un ouvert de Z, g~ (U) = 7(f~*(U)). L’ensemble
S7H(U) est saturé pour R (pour la méme raison qu’a la question précédente) donc 7(f~(U))
est ouvert dans Y.

La fonction g est unique car, pour tout x, on doit avoir g o w(z) = f(z). Il est donc nécessaire
que g([a]) = f(z).

d) Puisque 7’ est une application de X vers Y’ qui est séparé, il existe une unique g : ¥ — Y’
continue telle que 7’ = g o .

De méme, il existe une unique ¢’ : Y’ — Y telle que 7 = ¢’ o 7.

Montrons que g : Y — Y est un isomorphisme, de réciproque ¢'. Il faut montrer que ¢'og = Idy
et gog =Idy.

D’apres les égalités qui précedent, m = ¢’ o’ = (¢’ 0 g) o 7.

Or 7 : X — Y est une application continue a valeurs dans un espace séparé. Il existe donc
une unique application h : Y — Y continue telle que m = h o . Comme l'identité est une
telle application, h doit nécessairement étre I'identité. Or ¢’ o g est une telle application. Donc
g og=Idy.

De méme, g o ¢’ = Idy-.



