Ecole Normale Supérieure Topologie, analyse et calcul différentiel

Feuille d’exercices n°3
Corrigé

Exercice 1

1. II faut et il suffit que chaque A; soit dense dans X;.
Si A; est dense dans X; pour tout ¢ : soit U C []X; un ouvert non-vide. Il faut montrer qu’il

contient un point de [JA;. L’ensemble des []V; tels que V; est un ouvert de X; et V; # X;

K3 K3
seulement pour un nombre fini d’indices i est une base d’ouverts de la topologie produit. L'un
de ces ensembles [TV; (non-vide) est donc inclus dans U. Pour tout 7, puisque A; est dense dans
K2

Xi, il existe x; € Al N V; Alors (337;)7;6[ € (HAZ> NU.
Si A; n’est pas dense dans X; pour tout ¢ : il existe j € I et U; C X, un ouvert non-vide tels que
A;NU; = 0. Posons V = {(x;); € [1X; tq z; € U;}. Alors V est ouvert mais V N (HAZ) = 0.

Donc J]A; n’est pas dense.
K3

2. Soient {z, }nen les points de X. Pour tout n, {x,} est un fermé de X. De plus, U{z,} = X.
n

Or, d’apres le théoreme de Baire, une union de fermés d’intérieur vide est toujours d’intérieur

vide. Puisque X n’est pas d’intérieur vide, il existe au moins un n tel que {x,} n’est pas non

plus d’intérieur vide. Alors {z,} est ouvert donc x,, est un point isolé de z.

3. Soit p tel que fP est contractante. Soit p € [0; 1] tel que, pour tous x,y € X :

d(fP(x), fP(y)) < pd(z,y)

D’apres un théoreme de point fixe, ’application f? admet un unique point fixe sur X. Notons-le
xo et montrons qu’il s’agit aussi d’un point fixe pour f.
Puisque f? est p-contractante :

d(f (o), wo) = d(f(f"(x0)), fP(w0)) = d(f*(f(x0)), [*(w0)) < pd(f (o), o)

Puisque p < 1, cela implique que d(f(xg), z9) = 0.

Le point fixe de f est unique car celui de f? l'est.

4. a) Soit X = R. Soit d la distance usuelle; (X, d) est complet.

Soit ¢ : R —]0; 1[ un homéomorphisme. Notons d'(z,y) = |¢(x) — ¢(y)| pour tous z,y € R.
C’est une distance sur R. Pour cette distance, (R, d’) est isométrique a ]0; 1[ muni de la distance
usuelle. Comme ce dernier espace n’est pas complet, (R, d") non plus.

b) (1) = (2) : on peut supposer que d' est bornée. En effet, dy = min(1,d’) est une distance
qui engendre la méme topologie que d' et telle que (X, ds) est complet.



On peut également supposer que U est dense dans X, quitte & remplacer X par U. En effet,
I'espace U est aussi complet (c’est un fermé d’un espace complet). De plus, si U est une in-
tersection dénombrable d’ouverts de U, c¢’est aussi une intersection dénombrable d’ouverts de

X.

Démonstration de 'affirmation qui précede. Si U est une intersection dénombrable d’ouverts
de U, on peut écrire U =N (U NV,) = (ﬂVn> N U avec les V, ouverts dans X.
n n

Soit, pour tout n € N*, W, = {z € X tqd(x,U) < 1/n}. Les W, sont ouverts et leur
intersection vaut U.
Donc U = (ﬂVn N <ﬂWn> C’est bien une intersection dénombrable d’ouverts de X. m

Posons, pour tout z € X, f(z) = sup {lim sup d' (T, Tni1) tq o € UN et z, — 2z pour d}.

- Siz e U, f(2) = 0 et f est continue en z pour la distance d : toute suite x d’éléments
de U convergeant vers z pour d converge aussi vers z pour d’, puisque les distances d et d’
engendrent la méme topologie sur U. Donc x est de Cauchy pour d’ et d'(x,,, ,+1) — 0 quand
n — +o0. Puisque c’est vrai pour toute suite x, f(z) = 0.

Montrons que f est continue en z. Soit (z,) une suite d’éléments de X convergeant vers z.
On suppose par I'absurde que f(z,) 4 f(z) = 0. Quitte & extraire, on peut supposer que
f(zn) > € pour tout n, pour un certain € > 0.

Pour tout n, soit (2(™),,en une suite d’éléments de U convergeant vers z, pour d telle que

lim sup d’(xg,?,a:ﬁ;‘)H) > €. Soit m(n) tel que :

1 1

dmn7n<7 dmn7n<7
(meny 2n) < 277 (41 20) < 275

d/<xm(n)7xm(n)+1> > €
La suite (@ (1), Tm(1)41> Tm(2), Tm(2)+1; ---) converge vers z pour la distance d. Elle converge
donc aussi pour la distance d’, ce qui est absurde car elle n’est pas de Cauchy pour d'.

- Size X —-U, f(2) > 0 et f n’est pas continue en z : soit z une suite d’éléments de U
convergeant vers z pour la distance d. Une telle suite existe car U est dense dans X. La suite
x n’est pas de Cauchy pour d’, sinon sa limite serait dans U, puisque (U, d’) est complet.
Puisque cette suite n’est pas de Cauchy, il existe ng, ny, ns, ... une suite strictement croissante
d’entiers telle que d'(7y,,, Tn,,,,) 7 0 quand & — +oo. La suite (z,, )ren converge vers z
pour d donc f(z) > limsup d'(zy,, Tn,,,) > 0.

n

Puisque U est dense dans X, il existe une suite (z,),eny d’éléments de U convergeant vers z.
Pour tout n, f(z,) = 0 (puisque z, € U). Donc f(z,) 4 f(z). Donc f n’est pas continue en
z.
L’ensemble U est donc I'ensemble des points de continuité de la fonction f. D’apres ’exercice
2, question 1, c¢’est une intersection dénombrable d’ouverts.

(2) = (1)

Lemme 1.1. Si U est un ouvert de X, alors (1) est vraie.



Démonstration. Si U = X, c’est évident : d' = d convient.
Sinon, posons, pour tout x € U, f(x) = d(z, X — U) > 0 et définissons, pour tous x,z’ € U :

d(z,2') =d(z,2') + ’f(lx) — f(lx’)

La fonction d' est symétrique. De plus, d > d donc d’ est séparante. Elle vérifie I'inégalité

triangulaire. C’est donc une distance.

— Les distances d et d engendrent la méme topologie sur U : d'un part, puisque d’ > d, la
topologie engendrée par d’ est plus fine que celle engendrée par d. Montrons la réciproque.
Soient x € U, € > 0. Il faut montrer que By(z,€') C By(x,€) pour un certain ¢ > 0.

La fonction f est continue et ne s’annule pas au voisinage de z; son inverse 1/f est donc
également continue. Soit € suffisamment petit pour que :

1 1

Va' € By(x,€), @ T

<€/2

Alors By(z, min(€¢,€/2)) C By(z,¢€).

— (U,d’) est complet : soit (x,) une suite de Cauchy pour d’. Puisque d' > d, c’est aussi une
suite de Cauchy pour d. Soit x, sa limite pour d. Si z,, € U, alors x,, — x,, pour d’ puisque
d et d' engendrent la méme topologie sur U. Il suffit donc de montrer que z,, € U.
Si ce n’est pas le cas, f(z,) — 0 quand n — 4o00. Pour tout m € N, lim d'(x,,,x,) = +00.

n—-+00
Ce n’est pas possible, puisque la suite est de Cauchy, donc x, € U.

]

Supposons maintenant que U = OV,, avec V,, ouvert dans x, pour tout n. Pour tout n, notons
n

d) une distance sur V,, qui engendre la méme topologie que d et rend V,, complet. Elle existe,

d’apres le lemme précédent.

Quitte a remplacer les d/, par min(1,d,), on peut supposer que ces distances sont bornées par

1.

Posons d’' = ;2*”%.

— La distance d’ engendre la méme topologie que d sur U. De maniere générale, si, sur un espace
X, les 9, sont des distances bornées par 1 engendrant la méme topologie, 3279, engendre

n

aussi la méme topologie.

— Pour la distance d’', U est complet. En effet, si x est une suite de Cauchy pour d’, c’est une
suite de Cauchy pour chaque d), (car d;, < 2"d’). Elle admet donc une limite dans V,, pour
chaque d,. Cette limite est également la limite pour d (puisque d], et d sont équivalentes sur
V.. ; la convergence pour d), implique donc la convergence pour d). Toutes les limites pour les
d, sont donc les mémes et appartiennent donc a NV, = U. Notons x4 la limite.

n

U
no

Puisque = converge vers x,, pour chaque d/, x converge vers x,, pour d et cette suite de

Cauchy a bien une limite.

Exercice 2



1. Montrons que F, est ouvert. Si x € FE,, il existe V un voisinage de z tel que, pour tous
2" eV, d(f(2), f(2”)) < 1/n. Quitte a prendre V un peu plus petit, on peut supposer que
V est ouvert. Alors V C E,,.
Montrons que f est continue en z si et seulement si x € NE,.

n

— Si f est continue en x : pour tout n, il existe V un voisinage de = tel que, pour tout x’ €
V, d(f(x), f(z")) < 1/2n. Alors, pour tous 2/, 2" € V, d(f(2'), f(z")) < d(f(2), f(x)) +
d(f(x), f(2")) < 1/n. Donc x € E,,.

— Siz € NE, : soit € > 0 quelconque. Soit n tel que 1/n < e. Comme z € E,, il existe V tel

que, pour tout &’ € V, d(f(z), f(z')) <1/n <e.
2.a) Six € Q, f nest pas continue en z. En effet, puisque R — Q est dense dans R, il existe

(x,,) une suite d’irrationnels convergeant vers x. Alors f(z,) — 0 # f(x).
Six e R—Q, f est continue en x. En effet, soit € > 0 quelconque. Soit g tel que % < €. Posons :

E:{f;/ taqd €{l,...,q—1} et peZ}

Cet ensemble est fermé et ne contient pas z. Soit n < d(z, E). Pour tout y €|z — n;z + 1|,

puisque y ¢ E, f(y) <1/g <e.
b) D’apres la question 1., si c’est le cas, Q peut s’écrire sous la forme :

avec les E,, ouverts. Tous les F,, sont denses car ils contiennent Q.
D’apres le théoreme de Baire, puisque R est complet pour la topologie usuelle, une intersection
dénombrable d’ouverts denses est dense donc non-vide. Pourtant, on devrait avoir :

P=QN(Q+m)= (ﬂE) <QE +7r)>

Les E, et E, + 7 étant justement des ouverts denses, c¢’est impossible.

3. a) La fonction h = 3/4 + 1g/4 convient (ou 1g est la fonction caractéristique de l'ensemble

des rationnels).

b) Soit d’abord x € NE,. Montrons que f est continue en z. Soit x, une suite d’éléments de
n

X convergeant vers .

Pour tout M, (N FE, est un voisinage ouvert de z. Il existe donc N € N tel que, sin > N,
m<M

x, € ) En, ce qui implique N(z,) > M.
m<M
Donc (N(x,)) tend vers +oo. Puisque h est une fonction bornée, f(z,) — 0= f(z).

Soit maintenant x un point de continuité de f. Montrons que z € NE,.
n

Raisonnons par I’absurde et supposons que N(z) < +00.
Puisque f(z) € [227V®);27N@)] et f est continue en z, il existe U un voisinage ouvert de z tel
que :

5 5N, 5

Zo-N(z)
(227N, S9N

VyeU, f(y) €

4



Pour tout y, si N(y) > N(z), f(y) < 27V@~1 < 52°N@) Dautre part, si N(y) < N(z),
f(y) > %2—N(:c)+1 > ZQ—N(I)

Le fait que f(y) € [227V®); 227V®] implique donc que N(y) = N(z). La fonction N est donc
constante sur U.

La fonction h est discontinue en x. Soit donc € > 0 tel que, pour tout voisinage V' de z, il existe
' €V tel que |h(x) — h(z')| > €.

Si V est un voisinage de x, VNU aussi, puisque U est un voisinage de X . Il existe donc 2’ € VNU
tel que |h(x) — h(z')| > e. On a alors 2’ € V et |f(x) — f(2')] = 27 V@ |h(x) — h(z')| > 27N @),
La fonction f n’est donc pas continue en x. C’est absurde.

Exercice 3
1. a) Soit Ty = {U C Y tq f;*(U) est ouvert pour tout o € A}.

C’est une topologie :

- wa Y S 7;“m
- si U; € Tyin pour tout 4, alors |JU; € Ty car, pour tout o, it <U Ui) = Ufa—l(Ui) donc est

7
ouvert.

- de méme, si U,V € Tin,, UNV € Tpipn.
Si T est une autre topologie pour laquelle toutes les f, sont continues, alors Ty, est plus fine

que 7. En effet, si U € T, f;1(U) est un ouvert pour tout o € A, puisque f,, est continue pour
T. Donc U € Tyin.

Cette topologie est unique. En effet, sil existe deux topologies plus fines que toutes les topologies
pour lesquelles les f, sont continues, elles sont chacunes plus fines I'une que 'autre donc égales.

La condition nécessaire et suffisante est donc que tous les f,}(F) soient ouverts.

b) Si g est continue, go f, est continue pour tout a € A car la composée de fonctions continues
est continue.

Réciproquement, si g o f, est continue pour tout « : soit U un ouvert de Z. Alors, pour tout
a, g N U)) = (go fo) H(U). Ce dernier ensemble est ouvert pour tout «, puisque go f, est
continue. Donc, d’aprés la premiere question, g~ (U) est un ouvert.

2. a) Si U est un ouvert de Y, puisque 7 est continue, V = 7=}(U) est un ouvert de X. Cet
ouvert est saturé et U = 7(V') donc U est bien I'image par m d’un ouvert saturé.
Réciproquement, si U = (V) avec V un ouvert saturé, alors 7= 4(U) = V et, comme V est
ouvert dans X, U est ouvert dans Y, d’aprés la question 1.a).

b) Soit f : x € X/R — S' I'application telle que f(z) = exp(2miz). Cette application est
bien définie. Elle est continue pour la topologie quotient, d’apres la question 1.b), car f o7 est
continue (c’est I'application qui a z associe exp(2mix)).
Soit g : S — X/R lapplication telle que g(z) = {%] (ou arg désigne I'argument au sens
complexe, dans [0; 27[, et les crochets désignent la classe d’équivalence par R).

C’est une application continue. En effet, soit 2 € S quelconque. Nous allons montrer que g est
continue en z. Si arg z # 0, la fonction arg est continue au voisinage de z (sur C et donc, par
restriction, sur S'). Au voisinage de z, la fonction g est donc égale a 7 o arg, ce qui est une
application continue. Donc ¢ est continue en z.



Si arg z = 0, le raisonnement est toujours valable. Il suffit pour 'appliquer de remarquer qu’on
a aussi, pour tout z, g(z) = [a;‘ff] ou arg désigne 'argument dans [—; [, qui est une fonction
continue au voisinage de z.

Puisque go f =1Idx/g et fog=1Idg, f est un isomorphisme de X/R vers S'.

¢) Les ouverts de R saturés pour R sont tous égaux a () ou R. En effet, il est clair que ceux-la
sont des ouverts saturés.

Réciproquement, si U est un ouvert saturé non-vide de R, montrons que U = R. Soit z € R
quelconque. L’ensemble x + Q est dense dans R. Il existe donc r € Q tel que x+r € U. Puisque
U est saturé et (x +r)Rx, x € U.

Donc U = R.

Les deux seuls ouverts de X/R sont () et X/R. La topologie quotient est donc la topologie
grossiere. En particulier, puisque X /R n’est pas réduit & un singleton (il y a plusieurs classes
d’équivalence par R), cet ensemble n’est pas séparé.

Exercice 4

1. Soit fo € E. On sait que f, — f pour la topologie de E si et seulement si I'application
suivante est continue :

G:neNU{x}—> f,€E

(ot NU {00} est muni de la topologie engendrée par les ensembles finis et les ensembles de la
forme {a,a +1,a +2,...} U{o0})

Cette application est continue si et seulement si 7, o G est continue pour tout h € [0; 1], ou 7,
est 'application f € E — f(h) € [0;1]. (C’est une propriété de la topologie produit.)
L’application G est donc continue si et seulement si, pour tout h, I'application n € NU{oo} —
fn(h) est continue, c’est-a-dire si, pour tout h, (f,(h))nen — foo(h), ce qui revient a dire que
(fn) converge simplement vers fu.

2. a) C’est le théoréeme de convergence dominée (la fonction 1 dominant tous les éléments de
b) Nous allons montrer qu’il n’existe pas de voisinage U de la fonction nulle tel que, pour toute
feU, I(f)<1.

En effet, si U est un voisinage de 0, il existe x1, ..., x5 € [0; 1] distincts et Vi, ..., Vi des ouverts
de [0;1] tels que 0 € {f € F tq f(zx) € Vi pour tout k} C U. On doit avoir 0 € V;, pour tout
k (sinon ’ensemble considéré ne contient pas la fonction nulle).

Notons fy la fonction telle que fo(x) = 1 pour tout = sauf si x € {z1,...,x:}, auquel cas
Alors fo € U mais I(fy) = 1.

3. Si E était métrisable, F' le serait aussi et serait a base dénombrable de voisinages. Sur un
espace a base dénombrable de voisinages, toute fonction séquentiellement continue est continue.
D’apres la question 2., ce n’est pas le cas ici donc E n’est pas métrisable.

Exercice 5
1. Soit (u™),en une suite d’éléments de RY (c’est-a-dire que, pour tout n, (u,(gn))keN est une
suite de réels). Soit u™ € RN, Alors u(™ — u™ si et seulement si les deux propriétés suivantes

sont vérifiées :



(1) Pour tout k, u,gn) — ug° lorsque n — +00.

(2) Il existe M € N tel que les suites (u,g") Jnen sont stationnaires en ug® a partir au moins du
rang M, pour tous les k sauf un nombre au plus fini.

Sens direct : si u(™ — 4>,

Montrons d’abord (1). Soit k quelconque. Soit € > 0. L’ensemble {v € RY tq vy €]ui®—e; ui®+e[}
est ouvert dans RY et contient u™®. A partir d’un certain rang, u(™ appartient donc & cet
ensemble, ce qui revient a dire que |u,(€n) —uP| < e.

Montrons maintenant (2). Si ce n’est pas le cas, il existe, pour tout M, un nombre infini d’indices
k tel que la suite (u,gn))neN n’est pas stationnaire a partir du rang M. Pour tout M, on fixe kj,
un tel indice (en prenant les kj; distincts deux a deux) et ny > M tel que u,(gf ) 4 ugs . Soit
également, pour tout M, Vjr un ouvert de R contenant ug; mais pas ug;j” ),

Notons E = {v tq vg,, € Var, VM € N}. Clest un voisinage ouvert de 4> mais, pour tout M,
u™) ¢ . La suite (u™),en n’appartient donc pas & E & partir d'un certain rang, ce qui est
en contradiction avec le fait qu’elle converge vers u®.

Sens indirect : supposons maintenant (1) et (2) vérifiées et montrons la convergence.
Soit W = [[Vi un ouvert contenant u™ (on peut se restreindre aux ouverts de cette forme
%

puisqu'ils constituent une base de la topologie). Nous allons montrer que v € W pour tout
n assez grand.

Soit M € N tel que toutes les suites (u,(gn))neN stationnent en uj° a partir du rang M pour tout
k sauf un nombre au plus fini. Notons k1, ..., ks les indices pour lesquels les suites ne stationnent
pas.

Pour tout n assez grand, u,(g) € Vi, pour tout i < s (d’apres (1)). De plus, pour tout n > M,

u,(c") = u® € Vj si k n'est pas 1'un des k;. Donc, pour tout n assez grand, u™ € W.

2. Soit [[Ux un voisinage de 0. Nous allons montrer qu’il est d’intersection non-vide avec F.
k
Soit n tel que 1/n € Uy. 1l existe car 0 € Uy.
Soit x # 0 tel que x € U,.
Pour ces choix, %(50 + x0™ appartient au voisinage.
Soit, par I’absurde, (iéo + xké(”k)>keN une suite d’éléments de E convergeant vers 0. D’apres
la propriété (1) décrite a la question 1., n—lk — 0.
D’apres la propriété (2), il existe M € N tel que, pour tous les indices ¢ > 0 sauf un nombre
au plus fini, (xkéz(n’“))keN est stationnaire en 0 a partir du rang M. Or, pour tout i = ny avec

ng > M, ce n’est pas le cas car xkéflzk) = xp # 0. C’est absurde.

3. a) Soit £ = U (H] — |xkl; |xk|[> C’est un ouvert de RN. Montrons qu’il est égal a C.
zeC \ k

Si xz € C, posons z,, = |z,| + n%rl pour tout n € N.

Alors z], € C et z € ];[] — |z} |; |z, |[C €.

Réciproquement, si x € &, il existe 2’ € C telle que = € []| — |z} |; |z}|[- Alors, pour tout k € N,
3

|zy| < |x}|. Puisque 2/ — 0 (car 2’ € C'), + — 0 donc x € C.
b) Soit & = U {x € RN tq |zx| > ¢, Vk € A}

>0, ACN infini



Cet ensemble est ouvert. Montrons qu’il est égal a D.

Sixz € D : il existe € > 0 tel que, pour une infinité d’indices k, |x;| > €. Notons A cette infinité
d’indices. Alors x € {2’ € RN tq |2}| > ¢,Vk € A} C €.

Si x € £. Soient € > 0 et A C N infini tels que z € {2’ € R tq |z}| > ¢,Vk € A}. Puisque
|z| > € pour une infinité d’éléments k, x 4 0 donc = € D.

Exercice 6
1. Pour tout ag € A, JU, est un fermé contenant U,, donc U,, C UU,. Donc :

UU. c UUa

Montrons l'autre inclusion. Soit x ¢ JUL.
«

Soit V' un voisinage de x qui n’intersecte non-trivialement qu'un nombre au plus fini de U,.
Notons {aq, ..., as} les indices de ces U,.

Pour tout k, il existe W, un voisinage de z disjoint de U,, (puisque x ¢ U,, ). Prenons V' =
VAawyn..NnW,. Cest un voisinage de x.

Pour tout o € A, soit « est 'un des oy, et alors V' NU,, C W, NU,, =0, soit a n’est pas I'un
des ay, et alors V' NU, C VNU, = 0 par définition des ay,.

Donc V' N <UUa) =0etx ¢ JU,.
2. a) Par construction, les U, sont des ouverts. X — F' est ouvert car F est fermé.
Pour tout x € F, x € U,. Pour tout « ¢ F', x € X — F. Donc (UUI> UX—-F)=X.

b) C’est un ouvert car il s’agit d’une union d’ouverts. De plus, pour tout = € F, il existe a € A
tel que z € W, (puisque {W,}aca est un recouvrement). On n’a alors pas W, ¢ X — F. 1l
existe donc 2’ € F tel que W, C U,. Donc a € £ et x € W,, C €.

Puisque c’est vrai pour tout x € F, F' C Q.

c) Cet ensemble est ouvert car c’est le complémentaire d'un fermé.

De plus, Q = U W, = U W,. Pour tout o € &, 2y ¢ W,. En effet, il existe z tel que W, C U,.

aEE a€el
Alors W, C U,. L’ouvert V, est un voisinage de x, sans intersection avec U, donc zg ¢ U,.
Donc zg ¢ W,.

Donc zp ¢ Qet 2o € X — Q.
Donc Q et X — Q sont deux ouverts disjoints dont 1'un contient F' et I'autre z.

3. Pour tout x € I}, soient U,, V, deux ouverts disjoints tels que = € U, et F5 C V. Ces ouverts
existent d’apres la question 2.

La famille {U, },er U{X — F1 } est un recouvrement ouvert de X. Soit {W,, },ea un raffinement
localement fini de ce recouvrement.

Notons £ = {a € A tq Iz € F},W, C U,} et posons Q = | W,.

acl
De méme que précédemment, c’est un ouvert contenant F;. De méme que précédemment

également, X — € est un ouvert contenant Fh. Cela conclut.

4. Soit {U, }aeca un recouvrement ouvert de RY. Montrons qu’on peut en extraire un recouvre-
ment localement fini.



On fixe une norme quelconque sur RY, notée ||.||.
Pour tout M € N*, B(0, M) est un compact. Puisque B(0, M) C JU,, il existe o, ..., a} tels
o

» Sy
que B(0, M) C U Uyw.
Posons, pour toﬁs% € N* et tout t < s/ :
Vg = Ugre N{z tq [|z]| > M — 1}
Les Vi sont des ouverts. La famille {Vj;,} est un raffinement de {U, },c4 puisque, pour tous
M,t, Vary C Uaéu. De plus, A%VMJ = RY. En effet, si z € RY et si M est Ientier tel que
M —1<||z|| £ M, alors :

r € B(x, M)N{z tq ||z|| > M — 1}
- UUa,{” N{x tq ||z|| > M — 1}
t<spyr
= U Vare

t<sy

Montrons enfin que la famille {Vj,} est localement finie. Soit z € RY quelconque. Soit W un
voisinage borné de z. Soit M € N tel que W C {z tq ||z|| < M —1}. Alors, pour tout M" > M
et tout ¢, W N Vi = 0. Donc W n’a d’intersection non-vide qu’avec les Wy, pour lesquels
M' < M, qui sont en nombre fini.



