
École Normale Supérieure Topologie, analyse et calcul différentiel

Feuille d’exercices no7

Exercice 1 : questions diverses

1. Soit A ⊂ R2 un ensemble dénombrable. Montrer que R2 − A est connexe par arcs.

2. Soit X un espace topologique localement compact. Soient Y un autre espace topologique et
f : X → Y une application continue. L’ensemble f(X), muni de la topologie induite par celle
de Y , est-il localement compact ?

3. a) Montrer que F(R, [0; 1]), muni de la topologie produit, est un espace séparable.
b) Donner un exemple d’espace topologique compact non-séparable.

Exercice 2 : espaces de Hilbert
Soit H un espace de Hilbert séparable, réel, de dimension infinie. On note 〈., .〉 son produit
scalaire.
Soit (en)n∈N une base hilbertienne de H.
Soient :

F1 =

®∑
n

unen tq u ∈ l2(N) et un = 0 pour tout n ≡ 1[2]

´
F2 =

®∑
n

unen tq u ∈ l2(N) et un = un−1/n pour tout n ≡ 1[2]

´
Montrer que F1 et F2 sont des sous-espaces vectoriels fermés de H mais que F1 + F2 n’est pas
fermé.

Exercice 3
Soit E = C0([0; 1],R). Soit F ⊂ E un sous-espace vectoriel fermé dont tous les éléments sont
des fonctions de classe C1.
1. Montrer que T : f ∈ F → f ′ ∈ E est une application continue.

2. Montrer que la boule unité de F forme une famille équicontinue de fonctions.

3. En déduire que F est de dimension finie.

Exercice 4 : continuité des opérateurs auto-adjoints
Soit H un espace de Hilbert. Soit T : H → H une application linéaire telle que, pour tous
x, y ∈ H :

〈T (x), y〉 = 〈x, T (y)〉
Démontrer que T est continue.

Exercice 5 : théorème du point fixe de Schaefer
Soit E un espace de Banach. Soit T : E → E une application continue vérifiant les deux
propriétés suivantes :
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(1) Si Ω ⊂ E est bornée, T (Ω) est compacte.

(2) {x ∈ E tq ∃λ ∈ [0; 1], x = λT (x)} est borné.

Montrer que T a un point fixe.
[Indication : Utiliser le théorème du point fixe de Schauder, vu dans le TD précédent.]

Exercice 6 : une démonstration du théorème de Brouwer
Soit n ∈ N∗. On note Bn la boule euclidienne fermée de Rn et Sn son bord, la sphère unité.

1. Dans cette question, on démontre qu’il n’existe pas de fonction C1 φ : Bn → Sn telle que
φ(x) = x pour tout x ∈ Sn.
On suppose par l’absurde qu’une telle fonction φ existe. Pour tout t ∈ [0; 1], on note :

φt : Bn → Bn

x→ (1− t)x+ tφ(x)

a) Montrer que, si t est assez proche de 0, φt est injective.
b) Montrer que, si t est assez proche de 0, φt est un difféomorphisme local en tout point de B̊n.
c) Montrer que, si t est assez proche de 0, φt est un homéomorphisme de Bn dans Bn.
d) En déduire que, pour t assez proche de 0,

∫
Bn

det(Dφt(x))dnx =
∫
Bn

1.dnx.

e) Montrer que, pour tout x ∈ B̊n, det(Dφ1(x)) = 0. En déduire une absurdité.

2. Montrer que toute fonction φ : Bn → Bn, de classe C1, admet un point fixe.

3. Montrer que toute fonction φ : Bn → Bn, de classe C0, admet un point fixe.
[Indication : On pourra admettre qu’une telle fonction φ est limite uniforme de fonctions φk :
Bn → Bn de classe C1.]
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