Ecole Normale Supérieure Topologie, analyse et calcul différentiel

Feuille d’exercices n®9
Corrigé

Exercice 1
1. Si 1< p < 400, alors [P(N) est réflexif. En effet, soit ¢ tel que % + % = 1. Notons

W 2 (N) = (P(N))'

u— (v — Z“n“n)

n

On définit de méme ~,. On sait que ces deux applications sont des isomorphismes.
Soit J, : IP(N) — (I?(N))” 'application telle que J,(u)(f) = f(u) pour toutes u € I’(N), f €
(P(N))".

Remarquons que 7, o J, = 7,. En effet, pour toutes u € I?(N),v € [9(N) :

(0 0 1) () (0) = (Jy(u) 07,) (0) = () (w e P(N) - zwnvn) = S v = 7y ()(0)

Puisque 7, est un isomorphisme, ~; 'est aussi. L’application v, étant aussi un isomorphisme,
application J, = (v, )~! 0, est un isomorphisme.

L’espace ['(N) n’est pas réflexif.

Définissons, comme précédemment

Yoo t IH(N) = (I®(N))

u— <v — Z“n”n)

n

On définit y; de maniere similaire. On sait que 7; est un homéomorphisme mais pas Vuo.

Soit J; : IY(N) — (I*(N))” l'application telle que, pour toute u € I*(N), Ji(u)(f) = f(u). De
meme que précédemment, vy 0 J; = Voo.

Comme 7; est un homéomorphisme mais pas v, JJ; ne peut pas I'étre.

On sait qu’'un espace de Banach est réflexif si et seulement si son dual ’est. On vient de voir que
IY(N) n’était pas réflexif. Son dual ne l'est donc pas non plus. Comme son dual est isomorphe
a [>°(N) en tant qu’espace de Banach, {*°(N) ne Iest pas non plus.

2. a) On note Y= l'orthogonal de Y dans E”. On sait que Vect (V) = Y1°,

Pour toute U C E', U+ = Jg(U°). En effet, Jp(U°) C Ut : si x € U°, alors, pour toute f € U,
f(x) = 0 donc Jg(x)(f) = 0, ce qui implique Jp(x) € Ut. Réciproquement, si ¢ € U™, il
existe x € F tel que ¢ = Jg(z), car Jg est surjective. Alors z € U® car, pour toute f € U,

f(@) = Je(z)(f) = ¢(f) = 0. Donc ¢ € Jp(U®).



On a aussi que, pour toute V. C E, Jg(V)° = V* : f(x) = 0,Vz € V est équivalent a
Je(x)(f) =0,Vz € V, soit g(f) =0,Vg € Jg(V).

Donc Y+ = Jp(Y°)° = Y1° = Vect (V).

b) Prenons E = ['. Soit ¢ : [* — (') I'isomorphisme ¢(u)(v) = Su,v,. Posons Y = ¢(I5°)
(ou I5° désigne I'ensemble des suites de [*° qui tendent vers 0 en +o00). C’est un sous-espace
vectoriel fermé de (I')" puisque [ est un sous-espace vectoriel fermé de [*°. Tl n’est pas égal a
(I*) tout entier.

Yo ={uel tqo(w)(u)=0,Vv €I} ={0}. En effet, si u € Y°, alors ¢(e;)(u) = 0 pour tout
i (ou e; est la suite dont toutes les coordonnées valent 0 sauf la i-eme, qui vaut 1) dont u; =0
pour tout 7.

On a donc Y°+ = {0}t = (I')' # Vect (V) =Y.

¢) Soit £ un espace de Banach non-réflexif.

Soit ¢ € E" — Jg(F). Prenons Y = Ker (¢) = {f € E' tq ¢(f) = 0}. C’est un sous-espace
vectoriel fermé de E’, distinct de E’ car ¢ n’est pas nulle.

Supposons par 'absurde que Y = Vect (Y) = Y°+. Alors, en posant V = Y° ona Y = V=,
L’ensemble V' ne peut pas contenir deux éléments z,y linéairement indépendants.

En effet, sinon, d’apres le théoréeme d’Hahn-Banach, il existe e, et e, deux formes linéaires
continues telles que e,(z) = 1,e,(y) = 0,e,(x) = 0,e,(1) = 1. Pour tout (s,t) € R? tel que
(s,t) # (0,0), se, +te, ¢ V* car (se, +te,)(z) = s # 0 ou (se, + te,)(y) =t # 0. Pourtant, il
existe s, non tous deux nuls tels que ¢(se, +te,) = 0, c’est-a-dire tels que se, +te, € Y = V+.
L’ensemble V' est donc de dimension 1 : V' = Rx pour un certain x € E. Donc Y = {f €
E' tq f(x) =0} = {f € E' tq Je(z)(f) = 0} = Ker(Jg(z)). Les formes linéaires Jg(z) et
¢ ont donc le méme noyau. Cela implique qu’elles sont colinéaires. Donc ¢ € Jg(FE). Clest
absurde.

3. Notons C" I’adhérence pour la topologie forte et 77 celle pour la topologie faible.

Puisque la topologie faible est moins fine que la topologie forte, un fermé pour la topologie
faible est un fermé pour la topologie forte. Donc C/ est un fermé contenant C' au sens de la

topologie forte. Par définition de I'adhérence, on doit donc avoir o
Montrons que l'inclusion est une égalité.

Supposons par 'absurde qu’il existe xg € o - Puisque C" est fermé pour la topologie
forte (c’est-a-dire celle induite par la norme de E), d(xo,éF) > (. D’apres le théoreme d’'Hahn-
Banach, il existe ¢ € £’ et a € R tels que :

vz €T, o(2) > a > ¢(xp)

L’ensemble S = {z € F tq ¢(z) > a} est fermé pour la topologie faible (par définition de la
topologie faible). Comme il contient C' (puisqu’il contient éF), il contient ’adhérence faible de
C, c’est-a-dire 7. 11 doit donc contenir xo. Cest absurde.

Exercice 2

1. a) La topologie faible est, par définition, la topologie la moins fine rendant continue toutes les
formes linéaires continues sur E. Pour la topologie forte, ces applications sont toutes continues
donc la topologie faible est moins fine que la topologie forte.



Une suite qui converge pour une certaine topologie converge aussi (vers la méme limite) pour
toutes les topologies moins fines.

b) Posons, pour tout n € N, e, la suite dont toutes les composantes sont nulles sauf la n-ieme
qui vaut 1. Cette suite ne converge pas pour la topologie forte (||e,q1 — enllo = V2 4 0).
Montrons qu’elle converge vers 0 pour la topologie faible. Soit ¢ une forme linéaire continue.
Comme (I*(N))’ = [*(N), on sait qu’il existe u € [*(N) telle que, pour toute v € [*(N) :

p(v) = upvn

Pour tout n, ¢(e,) = u,. Comme SuZ < +00, u, — 0 quand n — 400 donc ¢(e,) — 0 = ¢(0).
Pour toute forme linéaire continue ¢, on a donc ¢(e,) — ¢(0). Cela implique (par une propriété
des topologies engendrées par des applications) que e, — 0 au sens de la topologie faible.

2. a) Pour tout k, si on note ¢ 'application linéaire continue telle que ¢(v) = vi pour toute
v e (N, on a ul” = ¢p(u™) = $(0) = 0.

b) On va construire la suite par récurrence. Supposons les suites construites jusqu’a k — 1 (avec
k <0, cela permet de faire I'initialisation en méme temps que la récurrence) et construisons-les
au rang k.

Posons T' = S; U ... U Si_1. Pour tout t € T, uﬁ") — 0 quand n — +o00, d’apres la question
précédente. Pour n assez grand, on a donc, puisque T est fini :

> lup”| < €/2

teT

On choisit n; de sorte que u™) satisfait cette condition et ng > nq, ..., np_1. Alors :

S 1™ = ([ =3 Ju™|

t¢T teT
> |Ju™)||y — /2
Il existe donc Sy C N — T finie telle que :

S ut™] > [[u™]]; — e
teSK

c) Fixons € > 0 et définissons les suites (1x)ken, (Sk)ren comme a la question précédente.
Soit v € [*°(N) la suite définie de la fagon suivante :

vs=0siseN-—JS%
k
— signe(u{™)) si s € S

Soit ¢ : w € I'(N) = Y v,w,. C’est une forme linéaire continue.
n



Pour tout £k € N :

6) = 3 ] 4 3 )

sESE s&Sk
> 3 Jul™ = 3 Jul™]
SES} S%Sk
=23 Jul)] = T Juf)
sESk seN
=23 |ul™| = [[ut™||,
SESK

> |[ul™)||; — 2¢ > 5 — 2€

C’est absurde car n — 2¢ > 0 et, pourtant, on devrait avoir ¢(u(™)) — 0, & cause de la
convergence faible vers 0.

Exercice 3

IR %HA%HQ =2 (%(Aei, fj>2> = ¥ (e, A*fy)? = j%Hf‘“f)’H2

iel,ged
Si (e;), (€}) sont deux bases hilbertiennes et (f;) une troisieme base, quelconque, on a :

SlAe P = SIALIP = Yl
A 7 A

donc la quantité voulue est bien indépendante de la base.

2. L’inégalité triangulaire est vérifiée car ||.||2 la vérifie. L’application est homogene. Si on
montre que ||.||xs > |||A]||, on aura aussi qu’elle est séparante.
Soit (e;) une base hilbertienne. Soit = quelconque. On a x = Y (z, ¢;)e;.

) 1/2 ’ ) 1/2
On a JA@)|| < Sl el A < (Slwe?) " (SllAel®) " = llall-|Allus. Comme
c’est vrai pour tout z, |||A]|] < ||A||xs-

3. Si B est de Hilbert-Schmidt, ||A o Bl|ys < [||A|l]-||B||lxs < +oo donc A o B est de Hilbert-
Schmidt.

D’apres la premiere question, un opérateur est de Hilbert-Schimdt si et seulement si son adjoint
I'est. Donc si A est de Hilbert-Schmidt, A* aussi et (Ao B)* = B* o A* aussi, d’apres ce qu’on
vient de voir. Donc A o B est de Hilbert-Schmidt.

4. Soit (e;);er une base hilbertienne fixée. L’application bilinéaire (A, B) = >>(Ae;, Be;) est un

produit scalaire dont la norme associée est ||.||zs. Donc HS(H) est préhillloertien. Montrons
qu’il est complet.

Si (An)nen est une suite de Cauchy pour ||.||ns, c’est aussi une suite de Cauchy pour |||.|||
d’apres la question 2. Elle converge donc au sens de la norme opérateur, vers une limite A.
Montrons qu’elle converge vers A, pour ||.||us-



Pour tout i, A,e; = Ase;. De plus, pour tout n et tout NV :

D (An = Ax)eil[* = lm 3 [[(An — Ap)ei |
<N

m—-+0o0
<N Fooig

< sup||A, — Am”?—LS
m>n

Donc Y|[(An — Aso)eil]* < [|An — Anl3s < +00. Cela implique que Ay, € HS(H) et [|A, —

5. Soit A de rang fini. Alors (Ker A)! est de dimension finie (de méme dimension que I'image).
Notons d la dimension. On peut choisir (e;);cny une base hilbertienne telle que ey, ..., ¢4 forment
une base de (Ker A)* et e;, € Ker A pour tout k > d.

Alors ||A||lus = ;||A€i||2 = i;dHAeiHQ < +o00.

Montrons maintenant la densité des opérateurs de rang fini. Soit A € HS (H) et soit € > 0.
Montrons qu’il existe B de rang fini tel que ||A — Bl|ys < e.
Soit N tel que 3 ||Ael]? < €2

iSN

Posons B l'opérateur qui est égal & A sur Vect{ey,...,en} et égal & 0 sur Vect {ej,...,en}.
L’opérateur B est de rang fini : son image est engendrée par B(ey), ..., B(ex). De plus :

|A = Bllus = [ D_IlAeil]* < e
i>N

Puisque les opérateurs de rang fini sont denses, tout opérateur de Hilbert-Schmidt est limite
(pour la norme ||.||zs mais donc aussi pour la norme |||.|||) d’opérateurs de rang fini. Or une
limite d’opérateurs de rang fini est un opérateur compact.

En effet, supposons que les opérateurs de rang fini (B),),en convergent vers un opérateur A
pour la norme |||.|||. Montrons que A est compact. Il suffit de montrer que A(Bg(0,1)) est
précompact.

Soit € > 0. Soit n suffisamment grand pour que |||A — B,||| < €/2. Puisque B, est de rang
fini, B, (BEg(0,1)) est un compact (fermé borné d'un espace de dimension finie). Il existe donc
x1, ..., xs dans ce compact tels que :

B,(Bg(0,1)) C | JB(x,€¢/2)

t<s

Pour tout 2 € Bg(0,1), ||A(2) — Bn(2)|] < ¢/2. Comme il existe ¢ tel que ||B,(2) — x| < €/2,
il existe ¢ tel que ||A(2) — z¢|| < e.
Donc A(By(0,1)) € U B(wy, €).

t<s

6. Pour presque tout z € X, K(z,.) € L*(X,u) donc, par I'inégalité de Holder, A (f)(z)
est bien définie pour presque tout x. Nous allons voir dans la suite qu’il s’agit de plus d’une
fonction de L*(X, u).

Ay est linéaire. De plus, pour tout z et toute f, |Ax(f)(z)| < ||K(z,.)||l2]|f]|2, par 'inégalité
de Holder.



Donc, pour toute f, [| Ak (f)ll2 = [oex [Ax (/)@ < [ yex Kz, )P fI3dp(x)dply) = | K][3]]f1]3-
L’opérateur Ay est donc continu, de norme inférieure ou égale a || K]||s.

Pour toute g :

/ Ak(f (z)dp(z) = / ex K(x,y)f(y)g(x)du(x)du(y)
=/ f) ( /x K x)g(x)du(ﬂf)) dp(y)

yeX

On en déduit que I'adjoint de Ax est lopérateur g — (x — [ K(y,2)g(y)du(y)). Les deux
opérateurs sont égaux si et seulement si K est symétrique.

7. Le calcul des intégrales montre que cette famille est orthonormée : (e; ;, ex;) = (e;, ex)(€;, €r).
Il faut montrer que c’est une base. Pour cela, il suffit de montrer que son orthogonal est réduit

a {0}.

Soit f € L*(X x X, u® u) tel que (f,e; ;) =0 pour tous 7,j. On va montrer que f = 0.

Les fonctions f(.,y) et f(x,.) sont dans L? pour presque tous z,y. Quitte & modifier f sur un
ensemble de mesure nulle, on peut supposer qu’elles sont dans L? pour tous z, y.

Pour tout j, la fonction f; :  — [y f(z,y)e;(y)du(y) est dans L2. De plus, (f;, e:;) = (f, e ;) =0
pour tous %, j. Donc, pour tout j, f; = 0 presque partout (car (e;); est une base). Donc, pour
presque tout x, (f(z,.),e;,=)f;j(x) = 0 pour tout j. Puisque (e;); est une base, cela implique
que f(x,.) =0 presque partout pour presque tout x. Donc f = 0 presque partout.

8.
||AK||3{S - ZHAK e)|[?
- Z (Axc(er). ;)
—ZK%

:HK||L2

9. Soit A un opérateur de Hilbert-Schmidt.
Pour (i,7) € I?, notons k; ; := (Ae;, e;). On a alors

Mookl = D0 (Aeie)? =D || A6l = ||Alffs < +oo.

(i.4)€I? (irj)ET? iel

Puisque la famille (e; ;) j)erz est orthonormée dans L*(X x X, u ® p), ceci entraine que la

fonction
K= > ke
(i.g)er?

est dans L*(X X X, u ® ).
Pour tous i,j € I?, (Ak(ei), e;) = ki; = (Ae;, e;). Puisque (e;);c; est une base hilbertienne de
L3(X, 1), cela implique que Af et A sont égaux.



Exercice 4
1. a) Soit, pour tout n € N, e, la suite dont toutes les coordonnées sont nulles sauf la n-eme

qui vaut 1. La suite (e,)nen est une base de Schauder de IP(N).
En effet, si z € IP(N), 3 x,e, — z lorsque N — +00, ce qui prouve 'existence de la suite
n<N

(an(@))nen.
Cette suite est unique car, s'il y en a deux, (a,(x)) et (8,(x)), on doit avoir :

— 0 quand N — +o0

> an(z)e, — > Bala)ey,

n<N n<N

p

p

= >_lan(z) = Bul@)[”

n<N

> an(z)e, — > Bala)es,

n<N n<N

p

On doit donc avoir a,(z) = B,(x) pour tout n € N.

b) Supposons que E admet une base de Schauder (e,,). Posons A = {g1e1+...+qnen tq q1, ..., qn €
Q, N € N}. C’est un ensemble dénombrable. Montrons que A est dense dans E.

Soit x € E quelconque. Soit € > 0. Il faut montrer que A N B(x,¢€) # 0.

Soit N € N tel que < €/2. Soient ¢, ...,qn € Q tels que :

T — Z Oén('r)en
n<N

Z Gnen — Z an(x)e,

n<N n<N

<€/2

Alors < €.

T — E n€n
n<N

Donc A est dense et E est séparable.

L’ensemble [*°(N) n’est pas séparable. Il n’admet donc pas de base de Schauder.

2. a) Pour tout z, Y a,(z)e, — x. On doit donc avoir :
n<N

> an(z)e,

n<N

< sup = M(z)

N—+o00

Zan(x)en
—oo ||

]| = lim ‘
N—+

Avant de montrer que M est une norme, démontrons que les applications «, sont linéaires.
Soient z,y € E, A\, u € R.

Puisque ¥ a,(x)e, = z et 3 an(y)e, — y, on a aussi :
n<N n<N

Z (Aan () + pan(y))en — Az + py

n<N

Puisque la suite (o, (AT + py))nen est uniquement définie, on doit avoir ay, (Ax + py) = A, (z) +
po, (y) pour tout n € N.



Puisque a,,(tz) = ta,(z), on a M(tx) = [t|M(z) pour tous z € E|t € R.
Puisque M (z) > ||z||, Papplication M est séparante.
Enfin :

M(z+y) = sup > an(x+y)en
n<N

=sup || > an(z)e, + D an(y)e,

NeN n<N n<N

z%%( 2 n(z)en

Z an(x)e,

n<N

IA

_|_

> an(y)en

n<N

)

Z an<y>6n

n<N

IN

sup = M(z) + M(y)

NeN

+ sup
NeN

Donc M est une norme

b) Supposons que (z4)sen est de Cauchy pour M. Puisque M > ||.||, ¢’est aussi une suite de
Cauchy pour [|.||. Notons z., sa limite au sens de la norme ||.|| et montrons que c’est aussi la
limite pour la norme M.

Pour tous s,t, N € N :

Z an(xs)e, — Z an(xp)en|| < M(zs — )

n<N n<N

Pour tout N, la suite ( 3 a,(zs)e,)sen est donc de Cauchy. Elle converge alors dans E vers
n<N

une limite qu’on note yy. Cela implique que, pour tout N, ay(xs)ey — yy — yn—1 lorsque
s — 400 et donc que ay(xs) converge vers une limite ay.

Montrons que > ane, — T lorsque N — +o00.
n<N

Soit € > 0. Montrons que, pour tout N assez grand ||z, — . anen|| < €.

n<N

Pour tous s, N € N :

Z an(Ts)e, — Z (nn

n<N n<N

< lim M(zs — xy)

T t—+4oo

Z;van(xs)en — > an(wi)en

= lim

t—+00 n<N
Soit s tel que, pour tout t > s, M (x5 — ;) < €/3. Un tel s existe car (z4)sen est de Cauchy. De
plus, puisque ||zs — Zo|| — 0, on peut supposer, quitte a choisir s plus grand, que ||z; — Too|| <
€/3.

zs — Y ap(x)e,|| < €/3. Pour tout N assez grand, on a donc :

n<N

Pour tout N assez grand,

+

Too — Z QAn€n

n<N

<o — @s]| +

Ty — Y o(xs)e,

n<N
< 2¢/3+ tEerooM(xs —1y) <e

> an(zs)en — D aney,

n<N n<N




Donc Y ane, = To quand N — +o0. On a donc, pour tout n, a, = o, (Ts).

n<N
Pour tout N :
Z an(xs)e, — Z an(Too)en|| = tlim Z an(xs)e, — Z an(zy)e,|| < sup M(xg — )
n<N n<N oo n<N n<N t>s

Donc M(zs—xs) < sup M (zs—x;) — 0 quand s — +o0o. La suite (x;)sen est donc convergente
t>s

pour M.

c) L’application Id : (E, M) — (E,||.||) est une bijection linéaire entre deux espaces de Banach.

Cette application est 1-lipschitzienne (donc continue) d’apres la question a). Elle est donc de

réciproque continue d’apres le théoreme de I'isomorphisme. Si K est la norme de la réciproque,

on doit avoir, pour tout z € E, M(z) < K||z||.

3. Commengons par supposer que (e,),en est une base de Schauder. Puisque, pour tout z, il
existe une suite d’éléments de Vect {e, },en qui tend vers x, la propriété (1) est vérifiée.
Soit K comme a la question 2.c). Pour tous N < N’ et tous réels aq, ...,ans, si on pose r =

> apey

n<N’

< M(x) < K|le|| = K

> ane,|| =

n<N

> an(z)e,

n<N

> ane,

n<N’

Donc (2) est vérifiée.

Supposons maintenant (1) et (2) et montrons que (e, )nen est de Schauder.
Soit € E quelconque. D’apres la propriété (1), il existe, pour tout N € N, un (N + 1)-uplet

de réels, (al,...,a¥), tel que :

Zagen%x quand N — +00
n<N

Notons, pour tout N € N, yy = Y a’Ve,. La suite (yn)nen converge donc vers .
n<N

Pour tout L € N, la suite < > agen> est de Cauchy. En effet, par (2), pour tous N, N’ > L
n<l NeN

< Kllyn — yn||

Zafyen — Zaanen

n<L n<L

On en déduit (comme & la question 2.b)) que, pour tout n € N, (a¥)yey converge, vers une
limite qu’on note a;°.
Montrons que Y ac’e, — x quand N — +o00.

n<N

Pour tout N € N :

S are,— > ale,

< K lim ||lyr—yn~|| = 0 quand N — +o0

= lim || Y ake,— > ale,
<N

L—+o00o n< n<N

Puisque Y a’Ve, — x lorsque N — +o00, Y ae, tend également vers .
n<N n<N



On a donc montré 'existence d’une suite (@, (z))nen telle que Y ay,(x)e, — = lorsque N —
n<N

+00. Montrons son unicité.
Soient (v, (7))nen €t (Bn(x)) deux suites telles que :

> an(z)e, = et > Bulz)e, —» quand N — 400
n<N n<N

Pour tout N, d’apres la propriété (2) :

Z (an () = Bu())en|| < KNi,I;fN Z (an () = Bu(z))en
n<N n<N’
< K lim Z an(x)e, — Z Bn(z)en|| =0
N'=too |l TR n<N’

Pour tout N, on a donc Y (a,(z) — Bn(z))e, = 0. Par récurrence, puisque les e, sont tous
n<N

non-nuls, cela implique que, pour tout n € N, «,(z) = B,(x).

4. a) On a vu a la question 2.a) que les «,, étaient linéaires.

Pour tous N € Nz € E, < M(xz) < K||z|| pour une certaine constante K,

> Qy (x)en
n<N

d’apres la question 2. L’application © — " a,(x)e, est donc continue.
n<N

Cela implique que, pour tout n, l’applicatiz)n r — ay(7)e, est continue, donc ay, aussi.

b) Supposons que (ay,)nen est une base de Schauder de E’. Soit f € E’ quelconque.

Puisque (o, )nen st une base de Schauder, il existe une unique suite (a, ),ey telle que Y a,a, —
n<N

f lorsque N — +oc.

Soit € Er, pour un certain L. Alors f(x) = NhIE > apan(z) = Nhril < > anan) (x) <
—+oopn<N —+00 \ L<n<N

> apy,
L<n<N

||z|], c’est-a-dire que || fig, || < lim;up‘

lim sup Soanay
N L<n<N

Or

— 0 quand N, L — 400, puisque ( > anozn) ,
n<N

Z QpQip Z pQlp — Z ApnQip
n<N NeN

L<n<N 0<n<L

étant convergente, est une suite de Cauchy.

Donc || fig, || — 0.

c) Soit f € E'. Posons a,, = f(e,) pour tout n € N.

Montrons que Y a,a, — f lorsque N — +4o00.
n<N

Soit K comme dans la question 2.c). Montrons que, pour tout =z € FE et tout N € N,
H(f— ;Nanan> (x)H < (1 + K)||fiex|l-l|z]|. Cela impliquera que < (1+
K)||f‘EN_|| — 0 lorsque N — +o0.

Soient x € E, N € N quelconques. On a z = lim 3 «,(z). On a donc :
L—>+00n§L

f(z) = LE)Toof <;Lan($)en> = LLHJPOO (;L&nan(x)>

10

‘f - E An Oy
n<N




Donc :

=) aya, | (z)||= lim a0 ()
H( n;\f Looo N;TKL
= lim f Oén(x)en
< 1i .
—LLHEOOHJCIENH N;gLan(x)en
= figy |l ||z = D an(z)en
n<N

< lfipy |2l (1 + K)

L’unicité de la suite (a,)nen telle que 3 a,o, — f lorsque N — 400 est une conséquence
n<N

du fait que, pour tout k € N, des que N > k, a, = ( 3 anan> (e). Puisque cette derniere
n<N

expression tend vers f(eg) lorsque N — +00, on a nécessairement a, = f(eg).

11



