Ecole Normale Supérieure Traitement du signal

Feuille d’exercices n°1
Corrigé

Exercice 1

1. a) Soit K > 0 tel que h(t) =0si |t| > K.

Soit |a; b|C R un intervalle borné quelconque. Montrons que H est continue sur .
L’application F : (t,y) — |h(t —y) — h(t)|dt est continue sur Rx]a;b[ (car h est continue). De
plus, pour tout (t,y) € Rx]a;b[ :

[F(ty)| < 2 PllooLit<pars i+ 1 ()
En effet, si |t| > |a|+|b|+ K, alors [t| > K et [t—y| > |t|—|y| > |a|+|b| + K —max(|a|, |b]) > K
donc h(t —y) = h(t) = 0.
La fonction t — 2||A||ooljt<a|+p|+ k& () est intégrable et ne dépend pas de y. D’apres le théoreme

de convergence dominée, H(y) = [ F'(t,y)dt est donc continue sur |a; b.
La fonction H est bornée car, pour tout y € R :

H(y) < /R(Ih(t —y)l+ [h®)]) di = 2[[h][y < 400

lgex b= hlly = [ lgcx h(t) = h(e) at

_ ( / 1g(u/e)h(t—u)du> —h(t)’dt
_ (/Rg(u)h(t - eu)du) - h(t)‘ dt

= [|[ stw)ht - ew) - du’dt
<//|g W A(t — eu) — h(t)|dudt

:/|gu|H6u
R

La fonction (e,u) — |g(u)|H (eu) est uniformément majorée par ||H||-|g|, qui est intégrable.
Puisque H(0) = 0, la fonction u — |g(u)|H (eu) converge simplement vers 0 lorsque € — 0. Par
le théoreme de convergence dominée, cela implique que ||ge x h — h|[; — 0.




/!ge*h )|dt = /‘ g(u/e)h t—udu‘dt
< [ [ clatw/e)lat - wldud

= [ g/l ([ 1hte — w)it) d
= 1Al [ ~lglus/e)lde
= |l lgll:

d) Soit (hy,)nen une suite de fonctions continues et a support compact qui converge vers h dans
L'(R).
Pour tout n et tout € > 0 :
||ge* b — hl[s < [lge* I — gex hally + [[ge * by — hally + (B — RI|3
= |ge * (h = hn)l1 + [lge * hon = P |1 + [y — Bl |3
< (L4 lgll)lh = hally + [lge * hn = hnl[y
Puisque ||ge x hy, — hnll1 = 0 quand € — 0 (& n fixé), on obtient :

lim supl|ge b — hl[ < (1 +[lgll)[[h = hul]x
€E—
La quantité (1 — ||g||1)||h — hn||1 pouvant étre choisie arbitrairement petite (car elle tend vers
0 quand n tend vers l'infini), cela implique :
l|ge*h —hll1 =0 quand € — 0
2. Pour tousw e R, M >0 : R ‘ . R
Flw)ete @] < |f(w)]

Puisqu’on a supposé que la fonction f appartenait & L', la fonction w — | f (w)] est intégrable.
Pour tout w, f(w)e®te=@/A?* _ f(w)e™ lorsque M — +oo0.
On peut donc appliquer le théoreme de convergence dominée :

/ f piwt o —=(w/M)? g / f Wtdw quand M — 400

3. Soit M > 0 fixé. Alors :

1/+oo f'( ) iwt —w/M)de _ 2 // o iwu it —(w/M dudw
o0 ™

2m J-
—(w/M)? —zw(u t)
27r/( dw) f(u)du

M )
= 2—/ (e_‘UQe_’M"J(“_”dw> f(uw)du
T

2f/ e M/ () dy

= fxgim(t)



. 6—12/4 5 . N .
si on pose g(z) = % 7= et quion reprend les notations de la premiere question.

La fonction g est bien dans L' N L>=(R) et est d’intégrale 1.
D’apres 1.d), f % g1/ converge vers f dans L'(R) lorsque M — +o00. D’autre part, d’apres la

~

question 2., f % gy converge simplement vers ¢ — % I flw)etdw.

Il faut déduire de cela que f(t) = % St f (w)e™!dw pour presque tout t.

D’apres le deuxieme résultat admis, il existe une suite (M, )en telle que M, — 400 et telle
que f*gi/m, converge simplement vers f (en plus de converger vers f dans L'). Alors fx g1 /u,
converge simplement a la fois vers f (presque partout) et vers t — i St f (w)e™tdw donc les
deux limites sont égales presque partout.

Exercice 2

L. Pour toute f € S, f(x) = o(z*) en £o0 donc f € L'(R) et f est bien définie.
Soit f € § fixée. Montrons que f est C*°. On a :

—+00

fw) = [ pae s

La fonction (w,x) — f(x)e”™™? est de classe C*. Sa dérivée n-iéme par rapport & w vaut :
(—iz)" f(z)e™""

Puisque z — 2™ f(x) appartient a la classe de Schwartz, la fonction z — (—iz)"f(x)e ™" est
dans L' et sa valeur absolue est inférieure & :

][ f ()]

qui est une fonction de L' indépendante de w. D’apres le théoréme de convergence dominée, la
fonction f est donc n fois dérivable (pour tout n) et sa dérivée n-ieme est la transformée de
Fourier de x — (—iz)" f(z), qui est une fonction de la classe de Schwartz.

Montrons maintenant que, si f est dans la classe de Schwartz, alors |z“ f(x)| — 0 quand
r — 400 pour tout a € N. On peut vérifier par récurrence que :

2 f () = (=) e ()

Puisque ft) € L(R), la fonction 29! f(z) est bornée sur R. La fonction 2°f(x) tend donc
vers () en Fo00.

Pour tous a,b € N, on a vu que f (®) était la transformée de Fourier d'une fonction de la classe
de Schwartz. D’aprés le résultat qu’on vient de démontrer, on a donc z9f®(z) — 0 quand
|z] = +o0.

Puisque c’est valable pour tous a,b € N, f appartient a S.

2. a) Soit M > 0 quelconque. Montrons que g est bien définie et C* sur | — M; M].

Pour tout k € Z, sup |f(x+k)| < sup |f(y)|. Puisque |f(z)| — 0 lorsque z — 400 (car
z€]—M;M| ly|=|k|—M
fes), sup |f(zx+ k)| — 0 lorsque |k| — +o0.
x€]—M;M]|



La série définissant g est donc normalement convergente sur | — M; M[. De méme, la série de
ses dérivées n-itmes est normalement convergente sur | — M; M|. La fonction g est donc bien
définie et de classe C*.

La fonction g est 1-périodique car :

gz+1)=> flz+(k+1)=> flz+k)=g(x)

kEZ kEZ

b) Pour tout n, notons ¢,(g) le n-ieme coefficient de la série de Fourier de g et calculons-le :

1 .
cnlg) = / g(z)e " dx
0

- /01 <Zf(x + k:)) e 2N gy

keZ

1 .
-y /0 Fla + k)e 2o dy

kEZ

=5 [ sy

kEZ

= /Rf(x)e%mxdx = f(2mn)

(On a pu échanger somme et intégrale car on a vu a la question précédente que la somme
convergeait normalement sur tout intervalle borné.)
Puisque ¢ est de classe C* et 1-périodique :

Vr € R, g(x) = ch(g)emx

neL

(et la somme converge uniformément sur tout compact)
Pour z = 0, on obtient :

S (k) =g(0) = > culg) = > f(2mn)

keZ neEL neL

Exercice 3

1. Posons, pour tout = € R, g(z) = g(—=x).

La fonction fxg appartient & L' : comme on I'a vu & la question 1.c) de lexercice 1, ||fxg||; <
Gl = Al S

La transformée de f * g vaut fg. La transformée de Fourier de § vaut g(w) = g(w).

On a vu a l'exercice précédent que f et g appartenaient a §. Ce sont donc des fonctions de
classe L2. Le produit f f] appartient donc & L' (d’apres I'inégalité de Holder).

Puisque f * ¢ ainsi que sa transformée de Fourier sont des fonctions de L', on peut appliquer
la formule d’inversion de I'exercice 1 au point O :

[ 1@ = 5 230) = o- [ Frit)ds = o- [ )i

4



(La formule de I'exercice 1 n’est valable que pour presque tout ¢. Néanmoins, ici, comme les

fonctions f % g et t — % Jr f/a?@(w)ewdw sont continues, I’égalité est valable pour tout t. Elle
est donc en particulier valable en 0.)

2. a) L’ensemble S est dense dans L*(R) (car I'ensemble des fonctions C* & support compact
est dense dans L?*(R) et S contient cet ensemble). De plus, comme on vient de le voir, la
transformée de Fourier sur S est linéaire et continue pour la norme [|.||2 : si on applique la
question précédente pour g = f, on trouve que ||f|]s = \/%HfHQ si f € S. Elle est donc
uniformément continue sur S.

Une application uniformément continue sur un sous-ensemble dense d’un espace métrique (ici
S C L*(R)) a valeurs dans un espace complet (ici L?(R)) se prolonge de maniére unique en une
application continue définie sur tout ’ensemble de départ.

b) Pour toute f € S, d’apres l'exercice 1 :

FoF(f)(a) = 5 [ Flw)erd
1
= gf(—x)

Puisque F est continue sur L? et puisqu’on a vu que S était dense dans L*(R), cette égalité
est valable pour toute f € L? : Fo F(f) = f(—.)/(2m).

3. Soit f € L' N L*(R). Soit (f,)nen une suite d’éléments de S qui converge vers f dans L' et
dans L2

Alors F(f,) — F(f) dans L?, puisque F est continue.

De plus, F(f,) converge uniformément vers f. En effet, pour tout n € N et tout w € R :

FU@) = F@)] = | [ (ale) = f@)e7da] < l1f = Sl

Si une suite de fonctions converge dans L?(R) et converge uniformément, alors les deux limites
(la limite au sens L? et la limite pour la norme uniforme) sont égales presque partout. Ici, cela
donne :

f=F)

Exercice 4
1.

Lemme. Une application linéaire T : S — C est continue si et seulement si T—({|z] < 1})
est un voisinage de 0.

Démonstration. SiT est continue, alors 'antécédant d’un voisinage d’un point est un voisinage
de lantécédant du point donc T ({|z| < 1}) est un voisinage de 0.

Réciproquement, supposons que 7 1({|z| < 1}) est un voisinage de 0. Soit fy € S quelconque.
Soit € > 0 quelconque. 11 faut montrer que T~ ({|z — T'(fo)| < €}) est un voisinage de fo.

T {lz=T(fo)l < e}) ={g € Sta(g— fo)/e € T ({|2| < 1}1)}



L’application g — % est continue. En effet, sa composition par N, (. — f1) est continue pour
tous choix de a,b, f;. Une propriété des topologies engendrées par une famille d’applications
implique donc la continuité de g — @.

Si T71({|z| < 1}) est un voisinage de 0, son antécédant par g — 2= est un voisinage de f,
donc T71({|z — T(fo)| < €}) est un voisinage de fo. O

Une application linéaire T' : & — C est donc une distribution tempérée si et seulement si
“1({|z| < 1}) est un voisinage de 0, c’est-a-dire si et seulement si il existe un ouvert élémentaire
contenant 0 et inclus dans T ({|z] < 1}).
On peut vérifier que tout ouvert élémentaire contenant 0 contient un ensemble de la forme
{f € Stq Nup(f) < D,Va < ag, Vb < by}, pour certains ag, by € N, D > 0. De plus, tous les
ensembles de cette forme sont des voisinages de 0. Un ensemble des donc un voisinage de 0 si
et seulement si il contient un ensemble de la forme {f € S tq N, ,(f) < D,Va < ag, Vb < by}.
L’application linéaire T' est donc une distribution si et seulement si il existe ag, by, D tels que :

{f €8 tq Nap(f) < D,Va < ag,b< by} CT'({|z] <1})

s VeSS —{0},|T

SV ES TS5 swp Nup())

a<ag,b<bo

2. a) Pour toute f € S :

Hy(f) < [ 1f(@)llg@)lda

<lglls [ 1f(a)ldz

gl [ M+ 2|f(10| "

< 19lloe (No,o(f) + Nao(f

< 27[9|[ o0 SS&ONa,b(f)

1—1—:1:2 de

b) Pour toute f € S, |90(f)| < Noo(f)-

3. a) L’application JT étant linéaire, il faut montrer qu’elle vérifie la propriété de la question
1.
Soient C, ag, by tels que :

ViesS, [T(f)|<C sup Nuy(f)

a<ag,b<bg
Alors, puisque, pour tous a,b, Np(f') = Nap+1(f), on a:
vf € 87 ‘8T<f)‘ < C Sup Na,b(f/> < C sSup Na,b(f)

a<ap,b<bg a<ag,b<bp+1



b) Pour toute f € S :
OH,(f) = ~H,(f) = - /R f/(@)g(x)da

= —[f(x)g(x) foo—l—/f(x)g(x)dx

= [ f@)g@)da = Hy(f)
c¢) Pour toute f € S :
OH,(f) = —H,(f) = = [ f'(x)g
= f = 6o(f)

Donc 0H, = dy.
4. a) Soient ag, by, C tels que :

VieS, |T(f)l<C sup  Noy(f)

a<ap,b<bo

Pour tous a,b € Net toute f € S, 2°9" f(x) est la transformée de Fourier de (—4)*T°0% (2 f (z)) =
(= )“*ka (1) " (a")0" f ().
Puisque, pour toute g € L'(R), ||9]| < ||g]]1, on a :

Z(Z) 0" ()"  (x)

k=0

<z( )
( ) () |- k0208 £ ()] |
()

Noa(f) = [|2°0" ()l <

1

0" H(a")* f(x)

1

sup ||« 0" f(z)||s

b <b,a’<a

sup_[[2" 0" f(x)[|,

b’<b a'<a

§2““7T(b!) sup  Navy (f)

v/ <b,a’<a+2

On a utilisé le fait que, pour toute fonction f € S :

7 = [ I gy < o max(Noo( ), Naol)

et donc que, pour tous ', ¥, ||2¥0% f(x)||; < 27 max(Ny y (f), Narop (f))-



On en déduit que, pour toute f € S :

[FT(f) = 1T(f)]
<C sup Na7b(f)
a<ag,b<bg
S C7T2a0+1(b0!) sup Na,b(f)
a<ap+2,b<bg

Donc, d’apres la question 1, FT est une distribution.
b) Pour toute f € S, en utilisant la formule de la question 1. de I'exercice 3 (qui s’étend a tout
L? par continuité) :

Donc FH, = H;.
c¢) Pour toute f € S :

Donc Féy = Hj.

Exercice 5

1. Si Re(s) > 1, comme , la série converge absolument en tout point.

- ’ﬁ
2. On utilise le fait que, pour G(z) = e—w27 on a G(w) _ ﬁe_wz/él.
On a ft(w) =G(Wt)(w) = %é(w/\/f) - %e—oﬂ/(u).

1
ns

t
3. La fonction ¢ est bien définie car la série converge uniformément en pour tout ¢ > 0.

o(t) = nngm(n) - n%:me(Qﬂn) - t_l/Qn%:Ze_W/t - %(b (%)

4. Remarquons d’abord que le terme de droite de I’égalité est bien défini.

e—‘/rt

_ 2 _ _ . . . ,
Pour tout ¢, Y e ™" < Y e™ = £ — ~ ¢ ™. La fonction est donc bien intégrable en
neN* neN*
+00.




Montrons qu’elle est aussi intégrable en 0. Puisque ¢(t) = 1 +2 ¥ e~mn? o(t) — 1 lorsque
neN*

n — +oo. D’apres la question précédente, ¢(t) = t~1/2¢ (1) ~ ¢t~1/2 lorsque t — 0. On a donc,
pour t — O :

(Z e—wtn2> ts/2—1 _ Cb(t) - 1t5/2—1 ~ }t(s—?))/?

neN* 2 2

Comme Re(s) > 1, Re((s — 3)/2) > —1 donc ceci est intégrable en 0.
On échange la somme et l'intégrale (le théoreme de convergence dominée nous le permet) puis
on effectue les changements de variable u = mn?t :

/ (Z e*ﬂtn > ts/2fldt — Z / —mtn? ts/2 1dt

neN* neN*
_ Zn - 3/2/ e~y
neN
= Y nT(s/2)m /% = ((s)[(s/2)m /2
neN*

20 (s)[(s/2)m /2 = 2 / (Z e”t”2> 151214

neN*

— /Jroo ( —7rtn2> ts/2—1dt
neZ—{0}

= /0 (o(t) = Dt~ dt

(¢(t) — 1)t/ 1t + /1 (p(t) — 1)t/*

(o(t) — 1)e°/*~ ldt—i—/ 6(1/u) — D=/ "1dy

(0(0) = Ve e+ [ (Vigle) — el

(G(t) = D(E "+t V)dt + /:OO /271 fp s/ gy
(B(t) — 1) (/> 447527 1/2)dt 4 /1 T sz izt gy

TN\ (g5/2-1 L p—s/2-1/ 1 1
(p(t) — 1) (21 4t 212)dt+8/2_1/2 2

/+°° —me (ts/2—1 + t_s/2_1/2)dt _ L _ 1
1 HGN* 1—s s

6. Montrons que s — [;"°( 2 e‘”t"2> (/271 4 ¢75/271/2)dt — - — 1 est une fonction holo-
neN*

I
morphe sur C — {0, 1}.



1 suffit de montrer que s — [, ( 3 e_”t”Q) (t/2=1 4¢=5/271/2)dt est holomorphe sur C. On va
neN*

en fait montrer que s — f1+°° > e"rt”2> t°dt est holomorphe sur C; 'affirmation précédente
neN*

s’en déduira (puisque la composition d’une fonction holomorphe et d’une application affine est
holomorphe, de méme que la somme de deux fonctions holomorphes).
Pour tous s, sg € C, pour tout t > 0 :

= proplemsoyosty — 318"

neN TL'
Posons $(t) = Y e ™" pour tout ¢ > 0.
neN*
Pour tout ¢ > 1, 1(t) < ng%*e—wtn = £ e_m <3 _eﬂ—tw < 2Tt
On a donc :
—+00 logn t tSO n “+o00 logn(t)tRe(SO) n
JARETI) ) LR PR PR Aitl) o i L RRE) P
1 neN n: neN n:
/ tRe so)t|s so|dt
< / e~ mHRe(so)gls=sol gy 4 o0

La fonction t — ¢(t) 3 w(s—so)”‘ est donc dans L!. Ceci permet d’appliquer le
neN

n!

théoreme de convergence dominée et d’écrire :

/ o Y e prdt = / +m¢(t)tsdt
1 neN* 1
+oo n 50
_/ < 710g <f)t (s — 30)”> dt
n.
neN

= (s — so) / w(t)wdt

|
neN n:

= Zan(s — 50)"

(si on pose a,, = [, @D(L‘)log DO gt

La fonction s — [, < > e*”t” ) t°dt est donc développable en série entiere au voisinage de
neN*
S0-

C’est vrai pour tout sy donc elle est holomorphe.

On a donc montré que la fonction s — ¢(s)['(s/2)m~%/? était égale sur {z tq Rez > 1} & une
fonction qui, elle, est holomorphe sur C — {0, 1}. On note & cette fonction.

Puisque I' est holomorphe et ne s’annule pas sur C — {0, —1, -2, ...} et puisque s — 7~%/2 est

aussi holomorphe, on peut prolonger ¢ par :




C’est une fonction holomorphe sur C — {1,0,—2,—4,...} et elle coincide avec la définition
précédente de ¢ sur {z tq Re(z) > 0}.

L’expression avec une intégrale trouvée a la question précédente ne change pas lorsqu’on rem-
place s par 1 — s. On a donc :

§(s) =&(1—s)
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