Ecole Normale Supérieure Traitement du signal

Feuille d’exercices n°2
Corrigé

Exercice 1

1. La transformée de Fourier de f; est m(d_y, + d.,)- (Remarque : au sens des distributions,
cette égalité est vraie et rigoureuse. Voir a ce sujet I'exercice 4 du TD de la semaine derniere.)

Elle est a support dans [-3F; —2F] U [2F; 3F].
La transformée de Fourier de f; est G+ D. Elle est & support dans [—F; F.
La transformée de Fourier de f3 est :

fo(w) = /R Fa(t)e— =t dt

= [ S P (Gle) - D)) e

[\

((G = D)(w — 2wp) + (G — D)(w + 2wp))

N | —

La fonction (G — D)(w — 2uwy) est & support dans [—F + 2wp; F 4 2wo] C [3F; 7F] et la fonction
(G — D)(w + 2uwyp) est & support dans [—F — 2wp; F — 2wo] C [~7F; —3F]. Le support de f5 est
donc inclus dans [-7F; —3F] U [3F; 7F].

Les trois supports sont bien disjoints.

2. De méme que précédemment, §(t) = ( fa(t — 2wo) + fa(t + 2w0)>. En utilisant I'expression
trouvée a la question précédente, on obtlent

~

$(w) = i(é — D)(w — 4wp) + =(G — D)(w) + i(G — D) (w + 4wp)

l\')\»—t

La fonction 7 (G D)(w + 4wy) est & support inclus dans [—13F; —7F] et (G D) (w — 4uwp) &
support inclus dans [7F; 13F]. Puisque G — D est & support dans [—F, F], on a, pour tout w :

(G~ D)w)

l\D\»—t

S(wW)l-rp(w) =

On pose h( ) = 1—pp(w).
3. On définit h comme dans la question précédente. On définit [; et [y les filtres passe-bandes
correspondant aux transformées de Fourier suivantes :

~

ll(w) = 1[73F;*2F] ((JJ) + 1[2F;3F] ((.U)

~

l2<w) = 1[—7F;—3F] ((.U) + 1[3F;7F] (LLJ)



— On calcule G(t) + D(t) = h * f.

— On calcule cos(wot) =1y * f.
2 t) __ cos 2w0t)+1'

— On calcule cos®(w 5

— On calcule f3(t) = l2*f.

- On caleule g(t) = cos? () (1) = cos(2uot) 1) + 3s(0).

— On calcule (G — ) =hxg.

— On calcule G WG+ D)+24(G—-D)et D=3(G+ D) —-24(G - D).

. Notons ¢ la fonction dont la transformée de Fourier est pl,>o. Puisque p est réelle :

On a donc p(x) = §(x) + §(—x), c’est-a-dire p = ¢ + q.
Cela donne :

W

f=aq+a+2((@+2l¢*+7*)G+(1—-q¢" —2¢>—7°)D)
=2¢°(G — D) +q+ (2|q|*G + (1 — 2|[¢|*) D) + q + 2¢*(G — D)

Calculons les supports des transformées de Fourier des différentes fonctions apparaissant dans
cette expression. On utilise le fait que, si g; et g sont deux fonctions telles que §; est a support
dans [Ay; By] et gy est a support dans [Ag; Bs], alors gigs = igl * o est a support dans
[Al —I— AQ; Bl ‘l— BQ]

La transformée de Fourier de ¢* est a support dans [4F;6F)]. La transformée de Fourier de
¢*(G — D) est donc a support dans [3F; TF].

De méme, la transformée de Fourier de g?(G — D) est & support dans [—7F; —3F].

La transformée de Fourier de (2|q|*G + (1 — 2|q|*)D) est a support dans [—2F;2F].

On utilise pour 'algorithme de reconstruction les filtres hq, ho, l1, [ suivants :

hy = L—2rpor) hy = l-3r3r)
I = 1[_3p,—2F)U2F;3F) Iy = L 7r;,—3FUBF;7F)

Un algorithme de reconstruction est alors :

— On calcule fxhy = (2|¢|*G + (1 —2|q|*)D).

— Oncalculep=q+qg=10xf.

— On calcule p* = @ + 2|q|> + ¢® puis @ + ¢* = p* x Iy et 2|q|* = p* x hy.

~ On calcule 2(¢* +@*)(G— D) =1l % f.

~ On caleule g = (7 + ¢%).2(¢° + 3)(G — D) = 2(g* + 2|q|* + ¢*)(G — D).
— On calcule 4|¢|*(G — D) = hy x g.

~ On caleule D = (2|¢2G + (1 — 2|¢|?) D) — 4 (E-D).

2|q|?
. 4 (G=D)
On calcule G = D + PR

Dans le cas ol p(t) = cos(wot), on a g(t) = se™°* donc |g(¢)[* = § ne s’annule pas.

Exercice 2

1. a) Soit (f,)nen une suite de fonctions de la classe de Schwartz convergeant vers f dans L.
(Pour la définition et les propriétés basiques de la classe de Schwartz, voir le TD précédent.)



Pour tout n, anappartient a la classe de Schwartz donc tend vers 0 en +oo.
Puisque || fr. = flloo < |[fn — fll1; (fn)nen converge uniformément vers f. La convergence étant
uniforme, on peut intervertir les limites :
i )= Jim (i £i(0) = i (Jim £i(e) =0
De méme en —oo. R
b) D’apres le a), si h € L', alors h(w) — 0 quand w — +o0.
Notons cp et cq les coefficients dominants de P et ). Quand w — 400 :

o] e _ lrl
lcolwt  eq

Ceci tend vers 0 si et seulement si p < q.

2. Quitte a diviser par le plus grand dénominateur commun, on peut supposer que P et () n’ont
pas de racine commune.

On peut écrire :
N

QX) = [T(X =)

n=1

ou les A\, sont les racines (distinctes) de @ et les D,, leurs multiplicités.

On peut décomposer g en éléments simples : il existe des complexes o, 4 tels que :
P(X) XN:i .
Q) == (A —X)

Il n’y a pas de terme polynomial dans la décomposition en éléments simples car on a vu que le
degré de P était strictement inférieur au degré de Q).

En évaluant pour X = iw, on a le résultat demandé.

Pour tout n, Re(\,) # 0, sinon ) a une racine imaginaire pure et h a un pole (puisqu’on a
supposé que P et ) n’avait pas de racine commune, si Q(iwy) = 0, h diverge en wp). Clest
impossible car h est la transformée de Fourier d'une fonction de L! donc est continue sur R.

3. a) Remarquons d’abord que, si Re(\) < 0, h, décroit exponentiellement quand [t| — oo
donc hy, » est dans L' et sa transformée de Fourier est bien définie.
Commencons par le cas ou p = 0.

;l _ too At fiwtd
ox(w) = ; eMe t
B [G(Aiw)t‘| +oo 1

)\—iwo A —iw

—

Traitons maintenant le cas p € N. On sait que tPf(t) = ¥ f(p). On peut donc vérifier par
récurrence que, pour tout p :
il _ (_1)17 ]

pA(w) = W(ﬂ)



b) hya(t) = (—1)Ph, _»(—t) donc, d’apres le calcul de la question précédente (et en utilisant le
fait que, pour toute g € L', g(—.) = g(—.)) :

(W) = (—U”(_(A_ -13:%2“ - (A(jgp“

(!

&
>
&
I
SNy

Z(—l)d_led%hd,l’,\n (w) (ol €q vaut 1 si Re(\,) < 0 et —1 sinon) donc :
2 i

=22 capg— i)

4. Le filtre est causal si et seulement si A(t) = 0 lorsque ¢ < 0.
D’apres la question précédente :

V<0, ()= Y et O‘"d td“n

n tq Re(An)>0 d (

Pour que cette derniere fonction soit identiquement nulle, il faut et suffit que a,, ¢ = 0 pour
tout n tel que Re(\,) > 0.

C’est équivalent au fait que h est une somme de /\7 avec Re(\,) < 0 pour tout n. C’est donc
équivalent au fait que tous les poles de P/(Q sont de partie réelle strictement négative.

Dans ce cas, h est une somme de fonctions de la forme tPe*1;5¢. Il s’agit donc d’une fonction
de L' (c’est-a-dire stable).

La condition que les poles de P/Q soient de partie réelle strictement négative est donc équivalente
au fait que le filtre soit causal et stable.

5. Ecrivons @ comme produit de polynémes de degré 1 : Q(w) = o [1(w — An).

Pour tout n et tout w € R, Jiw — An|* = [iw — Ap|? = iw + Ay |*.
Pour tout n, posons p,, = A, si Re(\,) < 0 et p, = — A, sinon. D’apres la remarque qui précede,
|iw — A\p|* = |iw — | pour tout n. De plus, Re(u,) < 0 pour tout n. )
Posons @ = cq [T(w — pn). Alors, pour tout w € R, |Q(iw)* = |Q(iw)[*. Notons h la fonction
telle que :
2 P(iw
VweR, hw)= ~<_ )
Q(iw)
D’apres ce qui précede, h et~iL ont la méme fréquence spectrale. Puisque les u,, sont de partie
réelle strictement négative, i est stable et causal, d’apres la question 4.
Le polynome @ est toujours a coefficient réels. En effet, si () est a coefficients réels, on peut
écrire Q(X) = [1(X — AINT(X — AD)(X —X®2),), ou les ALY sont les racines réels de @ et les

)x,(f),ﬁn sont celles qui ne sont pas réelles. On vérifie alors que :

QX) =TT(X = s T(X — D)X = u®,)

n n

Donc () est aussi a coefficients réels.



Exercice 3

1. On a F(t) = cos(2m f.t) cos(5sin(27 f,,t)) — sin(27 f.t) sin(5 sin(27 f,,1)).
Notons fi(t) = cos(5sin(27 f,,t)) et f2(t) = sin(5sin(27 f,,t)). Puisque ces fonctions sont 1/ f,-
périodiques et de classe C*, elles peuvent s’écrire sous la forme :

_ Za}l)eQ’”fm“ folt) = Zal@)emfmlt

€L l€Z

et les séries convergent normalement : Z|al(1)| < 400 et Z|al(2) | < +oc.
I I

1/ fm 4
al(l) — fm/o fl (t)efQﬂ'zfmltdt

= [ R/ Cnga)etar

1 1 —i(lt—pB sin(t —i(It+B sin(t
:%/O 5 (e ( (1) 4 pil ) at

= SCHB) + H(-))

et :

1/ fm .
al(2) — fm/o f2<t)e—2mfmltdt

_ L /2” 1 (e—i(lt—ﬁsin(t)) _ e—i(lt-i-ﬁsin(t))) di
2r Jo 2

= S (H(B) ~ H(-B))

Remarquons en faisant le changement de variable u <+ —u que :

1 21 ) . 1 2T . .
. _ —i(nutz sm(u))d — / —i((—n)u—=z Sln(u))d _
In(—2) gy /0 e u=o-f e u=J_,(x)

On obtient donc :

Fi(t) = Jo(B) + D (J(B) + J_i(B)) cos(2m frlt) =D _Ji(B) cos(2m flt)

leN* lez
1o(t) = S (h(B) — J4(B)) sin(@n fult) = S () sin(2r fult)
leN* lez
D’ou :
=Y _Ji(B)(cos(2m f.t) cos(2m fnlt) — sin(2m f.t) sin(2m ;1))
lez
= Z‘]l cos(2m(fo 4+ Lfm)t)
lez
2. On veut notamment pouvoir reconstruire f lorsque f(t) = cos(27 f,,t), avec f,, € [—%; %}



Dans ce cas, le signal transmis est le F'(t) = cos(2m f.t + sin(27 f,,t)) de la question 1. D’apres
la question 1., cette fonction F' a un spectre a raies, avec des pics aux fréquences +27(f.+kf,,)
pour tout k € Z.

Le coefficient des pics de fréquences 27 f. et —27 f. ne dépend pas de f. Si on veut identifier
f (c’est-a-dire, ici, f,,), il faut donc que la bande de fréquences transmises de F' contienne au
moins 1'un des 27 (f. + kf,,) pour k € Z —{0}.

Ceci étant vrai pour tout f,, € [——ﬂ, 2—] la bande de fréquences transmise doit étre de largeur
au moins A/2.

Exercice 4

— ~ N

L. f]-[—aa = 7Tf 1
Comme 1[ aa)(w) = ¢ _i‘”mdw = 2311150700@’ cela donne :
m _ iy <w . sm(aw))
Tw

eiwot_l_e—iwot

5 et puisque la transformée de Fourier de la

2. Informellement, puisque cos(wot) =
fonction z — €' est le dirac 27, on a :

—

Pl (V) = (rdy 70 (0 2220 )

W

sin(a(w — wyp)) n sin(a(w + wp))
w — Wy w + Wy

Pour a assez grand, la transformée de Fourier a bien deux <« pics », comme celle de f, mais les
valeurs en-dehors des pics ne tendent pas vers 0 quand a — +o0o. L’approximation de f fournie

par flj_,q n’est donc pas satisfaisante.

3. Calculons les transformées de Fourier de ces fonctions.
Pour la fonction de Hann :

W,(w) = / W (t)e

1 so ‘ i(m/a—w)t i(—m/a—w)t
— - <€—Zwt ‘I‘ € + e dt

2/ 2
1 <2 sin(wa) N sin(m —wa)  sin(r + wa))

7r/a—w T/a+w

sin(wa) (2 1 )
= . —
w ﬂ/a—w T/a+ w

7r/a)231n( a)
w(m/a —w)(r/a+w)




Pour la fonction de Hamming :

Wo(w) = / " Wa(t)e “tdt

—a

_ 2asin(wa) L sin(m —wa)  sin(m 4 wa)
B +{ )< T/a—w T/a+w )
2a(m/a)? + 2(1 — 2a)w?

w(r/a —w)(r/a+ w)

= sin(wa)

La figure suivante montre la transformée de Fourier de la fonction de Hann (en bleu) et de celle
de Hamming (en rouge), pour a = 20 et a = 0.54.

-1 -0.5 0 0.5 1

La transformée de Fourier de la fonction de Hann décroit en (2)2 % (la raison pour laquelle

elle décroit plus vite que la fenétre des questions 1. et 2. est qu’elle est beaucoup plus réguliere :
elle est C' alors que la précédente n’était méme pas continue). On n’a donc pas avec elle le
probleme qu’on avait dans la question 2 : si on s’en sert pour évaluer la transformée de Fourier
d’une fonction dont la transformée de Fourier est composée de diracs (ou, plus généralement,
de pics) assez espacés, la transformée de Fourier approximée sera bien composée de pics, avec
des valeurs entre les pics qui tendront rapidement vers 0 en +o0.

La fonction de Hamming n’a pas cette qualité : elle décroit en % En revanche, le fait de prendre
a # 1/2 permet de diminuer 'amplitude de la premiere bosse de W, aprés la bosse principale.
Elle est donc plus adaptée au cas des fonctions dont la transformée de Fourier contient des pics
assez proches en fréquences : dans ces cas, elle permet d’obtenir une approximation correcte
pour une valeur de a plus petite que celle qu’on devrait prendre avec une fenétre de Hann.



Exercice 5

1. Dans ce cas, % + % =1.
Pour tout z :

|f*xg(z)| = ‘/ fW)g(x —y)dy

S/If(y)g(fc—y)ldy

< [ f1lpllgz = llq
= [[£1lxllgllq

2. a) Par Holder :

[ [ w@otaldzdy < [ ([wra)” ([1o@mra)” @
= lle [ ([ 106z )tar) " ay

b) Sion prend ¢ = 1;_4,4), on obtient que fflA (['|o(z,y)|dy) dx < +00. Onadonc [ |o(z,y)|dy <
+00 pour presque tout x € [—A; A]l. Puisque c’est vrai pour tout A, c’est vrai pour presque
tout x € R.

c¢) Par inégalité triangulaire puis par la question a) :

[etn@ds| < [ [ w@)of.y)dudy
<llle [ ([ 106z tar) " dy

d) Puisque I'inégalité précédente est valable pour toute ¢» € LY (R), 'application ¢ — [g ¥(z)y(x)dx
est une forme linéaire continue sur L', de norme inférieure ou égale & [ ( [ |o(x, y)|ldx)1/l dy.
Le dual de L) pouvant étre canoniquement identifié & L*, on obtient que v € Lt et :

il < (] otenas] )

C’est exactement le résultat qu’on souhaitait.

1/

3. a) Le cas ¢ = 1 est facile : on a alors p = 7, s = 0 et I'inégalité demandée est simplement une
inégalité triangulaire. Supposons donc q # 1.

Soit ¢ tel que %+ i =1

On remarque que sq’ = p.



Par Holder :
h@)| < [ 1z = gy ldy
= [1f@ =)l = )I"*lgy)ldy
< I = Pl ([ 17 = IO lgu )
= ([17wran)" ([ 15 -0 lg)ray)
11 ([ 15 = 1 lgtw) )
— 171 ([ 17 = 10 lg(a) )

b) On a ¢t > 1. On va donc pouvoir appliquer la question 2.
D’apres la question précédente, pour tout x :

h@) " < A [ 17 = )]0 lg(y) dy

Donc :

Al < ALAIT?

[ 15t =)0 gp)lray)|
e </‘/|f(m _?/)|(1_S)qlg(y)|qdytdm>1/t
= ||f||;;1/ </ I - y)|(1_5)qlg(y)lq\tdw)1/t dy

-9ty )"
=1 [ ([ 17 =l 0dz) " lg(y)dy
= 1/ IG5 gl

c) On a (1 —s)qt = p donc [[A7][, < | FI[3]4][5.
De plus, ||h?||; = ||h||?. En prenant la racine g-ieme, on a donc ||h]|, < || f]|,llg]l4-




