Ecole Normale Supérieure Traitement du signal

Feuille d’exercices n°4

Exercice 1 : fréquence instantanée
Soit g une fonction C* & support compact et a valeurs réelles telle que [; |g(z)[*dz = 1.
On définit la transformée de Fourier a fenétre d’une fonction f par :

SF(u,¢) = /R F(B)g(t — w)e—€dt

1. a) On suppose que f(t) = exp(iwpt). Exprimer S f(u, &) en fonction de g.

b) Montrer que 5= [ &[S f(u,&)[?d¢ = wo.

2. a) On suppose que f = exp(i¢(t)). Montrer que, pour tout u, % Je IS f(u, &)2d¢ = 1.
b) Montrer que 5 [ &[S f(u, €)2dE = [z ¢ (1)|g(t —u)[*dL.

¢) Comment interpréter ce résultat ?

3. Que se passe-t-il si on prend la partie réelle de ce signal ?

Exercice 2 : transformée de Wigner-Ville
La transformée de Wigne-Ville d’une fonction f est définie par :

Py f(u,§) = /Rf (u—l— g) f (u — g)e_”de

1. Montrer que :
P =5 [ F(e+2)F(e-2)eman
21 Jr 2 2
2. Soient a,b € R avec a < b.
a) Montrer que si f(x) = 0 pour tout x ¢ [a; b], alors Py f(u,&) = 0 pour tout u ¢ [a;b].

A~

b) Montrer que si f(w) = 0 pour tout w ¢ [a;b], alors Py f(u,&) = 0 pour tout & ¢ [a;b].

3. Montrer les égalités suivantes :
A 1
ve, [ Pofode=IFQF  vu o [ Puf(ugds =)
R ™ JR

4. Soit g une fonction < fenétre > centrée en 0, de support [—1; 1], assez concentrée en basses fréquences.
Soient wy, wa,u1, us des réels tels que |uy — ug| > 2.

a) On suppose que f(t) = g(t — up)e™t + g(t — uz)e™2!. Montrer que Py f est la somme de trois
composantes localisées en temps et en fréquence.

b) Quel probleme la transformée de Wigner-Ville pose-t-elle dans le cadre de I’étude temps-fréquence
de signaux ?

5. [Plus difficile] Dans cette question, on montre qu’il n’existe pas de fonction quadratique Py : & —
L' (R?) telle que Py vérifie les deux égalités de la question 3. et Py (f) > 0 pour toute fonction f.
Ici, S désigne la classe de Schwarz. On dit que Py est quadratique s’il existe Qv : S? — L'(R?) qui
soit linéaire en la deuxieme variable, anti-linéaire en la premiere et qui vérifie :

VfeS, Py(f)=Qv(f f) et Vfi, f2 €S, Qv(f1, f2) = Qv(f2, f1)

Supposons par ’absurde qu’une telle fonction Py existe. Notons QQy la forme bilinéaire associée.



a) Montrer que, si f est a support dans un compact U C R, alors Py f(u,§) = 0,Vu ¢ U.
b) Montrer que si fi et fo sont & support dans des compacts disjoints Uy, Us, alors Qv (f1, f2) = 0.
[Indication : Considérer Py (afi + bfz) pour a,b € C.]

¢) En déduire que, si fi et fo sont comme & la question précédente, alors |(f1 + f2)(€)|? = |f1(E)]> +

| f2(€)[? pour tout .
d) Conclure.

Exercice 3 : discrétisation de la transformée de Fourier a fenétre

On considere la transformée de Fourier a fenétre Sf associée a une fenétre réelle g.

On suppose que Au et A& sont des réels strictement positifs fixés et on se demande si on peut
reconstruire f a partir des S f(nAu, mA¢) avec n,m € Z.

Pour tous n, m, on pose :

InAu,mAE (t) = g(t - nAu)eimAﬁt

1. On propose la formule de reconstruction suivante :

f(t) = Z Sf(’I’LA’LL, mAg)gnAu,mAE(t)

n,me”Z ~
Montrer que, si (gnAumae)nmez est une base orthogonale de L*(R), alors f = f.

2. Donner des exemples simples de g, Au et A¢ tels que (gnaumAe)n,mez €st une base orthogonale de
L?(R). Ces exemples sont-ils bien adaptés pour détecter les fréquences instantanées ?

Exercice 4 : noyau reproduisant
On note toujours Sf(u,§) la transformée de Fourier & fenétre associée a une fonction fenétre g.

1. Donner I'expression d’une fonction K (u,u’,£, &) dépendant de g et telle que :

SP 8 = 5= [ [ S, €)K w,ul,€ )l de
2. Soit V I'espace des fonctions F(u,¢) telles qu’il existe f € L%(R) vérifiant F(u,&) = Sf(u,§).

a) Montrer que V C L%(R?).
b) Soit P l'opérateur de L?(R?) défini par :

PR, = 5 [ [ PO, €) R & i
Montrer que P est le projecteur orthogonal de L?(R?) sur V (pour le K que vous avez trouvée).
Exercice 5 : algorithme de Savitzky-Golay
Soit X[n]| un signal réel. On suppose que X est de la forme X[n| = D[n] + B[n] ou D est un signal
< lisse » et B est un < bruit ». L’algorithme présenté dans cette exercice donne une méthode pour
débruiter X et évaluer les dérivées de D a partir de X.
On suppose fixés deux entiers strictement positifs IV et d, avec d < 2N + 1.
Pour tout n, on note P, le polynome réel de degré d tel que la quantité suivante est minimale :

n+N

> X[k = Pa(k)l?
k=n—N
On pose ng,i )d[n} = Péi)(n). C’est une approximation de la i-eéme dérivée de D au point n.
1. Montrer que, pour tout n, P, est bien défini.

(@) )

2. Montrer que, pour tout i, il existe un filtre a support fini hjy/; tel que, pour tout n, Y]E,i un] =
W) x X[n).



