Ecole Normale Supérieure Traitement du signal

Feuille d’exercices n°7

Corrigé
Exercice 1
L H(X) — — (§ogs () + g () + s log, (3) + Hog, (1) + 1ok () + o, ()
donc H(X) = 2.
2. a)

b) Toutes les lettres de probabilité 1/16 sont codées par 4 bits, celle de probabilité 1/4 par 2
bits et celle de probabilité 1/2 par 1 bits. La longueur moyenne est donc :
1 1 1
16'4'4+ 4.2+ 2.1 =2=H(X)
3. On procede par récurrence sur n. Pour n = 0, ¢’est vrai. Supposons qu’on I’a montré jusqu’a
n et montrons-le pour n + 1.
— Si ¢ = 0 : par 'hypothese de récurrence, il existe un mot m dont le code commence par
€s...€,. Alors le code de Ym commence par €;...€,.
— Sie; = 1,60 = 0 : soit m un mot dont le code commence par €s...€,. Alors le code de Um
commence par €...€,.
— Si e = ey = 1 : 1l existe une lettre | dont le code est €1exe3¢4. Soit m un mot dont le code
commence par €s...6,. Alors le code de Im commence par €;...€,.

4. a) 0101100
b) Si on change le premier bit, on obtient 1101100. Ceci est le code du mot PUY .



Exercice 2
1. Soit G telle que G est affine sur [y,_1;yx|, pour tout k, et envoie yg_1 sur gx_1 et yy sur J.
Sur | —o0; 1], on choisit G affine de sorte que G(y;) = 71 et G(a1) = a;. De méme sur [yg; +00].

Pour tout k =2,...., K — 1, on a G(a;) = G (y’“ﬂ;yk) — G(yk71;+c(yk) _ Qkfl;gk = .

Pour tout t € R, si on note k Ventier tel que ¢ € [yx_1;yx], on a G~ o Q o G(t) = G~ az) =
ap = Q(t) o
Sur lintervalle [y—1; 4], on a G'(t) = P=2=L. Clest en particulier vrai pour ¢ = a.

2. L’hypothese que Q et Q sont des quantificateurs haute résolution fait qu’on peut supposer
que p est nulle en-dehors de [y;; yx_1] (et constante sur [yx_1;yx| pour tout k).
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On a utilisé le fait que gx — g1 = % car la subdivision () est uniforme.
3.
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4. a) Par Holder, [/ p(z)3dx = A (G%m) )1/3 (G'(z))*3dx < (f G’f(x) dw) 3 (f G'(x)dz)**.
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b) Pour Q,onaD %, ce qui peut étre nettement plus grand si p n’est pas a peu pres

constante sur [§1; Ux—1]-

Ainsi :



Exercice 3

1. Soit r le réel codant le mot de n lettres.
On décode par récurrence : si n = 0, on renvoie le mot vide. Sinon, la premiere lettre x est celle

telle que r € [a,_1; a,]. La suite du mot est le mot de n — 1 lettres qui est codé par ar:aﬁ
2. Pour toute suite de lettres x;...7,,, on note [y (z1...1,), 5" (x;...2,,) [ Vintervalle correspon-
dant.

On vérifie par récurrence que sa largeur est exactement p,,...p,,. Cet intervalle contient donc
un réel de la forme M2™™ ou M est un entier et m = [—logy(ps,---Ps, ) |-

Puisqu’un réel compris entre 0 et 1 de la forme M2™ se code en m bits, la longueur du code
de ...z, est au plus :

[— 108y (Pay - Do) ] <1 =D 108y (pa,)

s<n

On obtient :

< > pla)..p(w,) <1 - 10g2(pzs)>

s<n
=1- Zszs 10g2(p:c5)
s<n Ts
=1+nH(X)

donc I,,/n < H(X) + 1/n.

3.a) HX)=—(1—¢€)logy(l —¢) —elogy e

b) 0 est codé par 0 et 1 est codé par 1.

¢) Un mot de n lettres est toujours codé par un code de longueur n. On a donc [,/n = 1.
Pourtant, si € est proche de 0 ou de 1, H(X) < 1 (car la fonction x — xlog,(z) tend vers 0 en
xr=0etenx=1).

Exercice 4
Soit 1y, ..., N, une suite de zéros et de uns. Notons k le nombre de uns qu’elle contient. On a :

n—k k n ]'_p *
P(X1=7]1,~-7Xn=77n)=p (1_])) =D T
La suite (11, ...,7m,) est e-typique si :
1 P(X, = X, =m0,

n

L’entropie de X vaut H(X) = —plog,(p) — (1 — p) log,(1 — p). Puisque logy (P(X1 =, Xn=1n)) _

n

log,(p) + £log, (1%73), la suite (71, ...,1,) est e-typique si et seulement si :

(1 —p)log, <1;> —e< leogz <1;> < (1—p)log, (:) +e
o (52)) <650 0o (52))




En effet, on a pu diviser par log, (1%’) car, comme p # 1/2, ce nombre est non-nul.
Le nombre de uns dans une suite e-typique est donc de 'ordre de n(1 — p).

Exercice 5
1.

H(X)=-Y2"log, (27%)

k>1

=Y k27"

k>1
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k>1

=Y 2"=2

k>0

2. On code le nombre k par le mot 1...10, qui contient (k — 1) zéros (c’est-a-~dire que 1 est codé
par 0, 2 par 10, 3 par 110 etc.).
Le nombre moyen de bits pour un symbole est (puisque le symbole k est codé par k bits) :

S P(X =k).k=> k27" =H(X)
k k

Donc le code est optimal.

3. Dans ce cas, les symboles 1, ..., N voient leur code entier envoyé. En revanche, les codes des
symboles N + 1, N + 2, ... sont tronqués : pour un tel symbole, on n’envoie que x = 1...1 (N
fois le bit 1). On suppose que lorsque le N-uplet regu est z, on le décode par N + 1.

Dans ce cas, le nombre de bits moyen est :

> P(X =k)min(k, N) = Y min(k, N)2~*

E>1 E>1
N
=222
k=1s>k
N
— ZQ—(k—l)
k=1
N—-1
— 9k
k=0
=2.(1-27")

La distance entre le symbole k£ a transmettre et le symbole décodé est 0 si K < N + 1 et



k—(N+1)sik> N+ 1. L’erreur quadratique moyenne est donc :

o P(X=k)(k—(N+1)>= > 27%k—(N+1))?

E>N+1 E>N+1
— 2—(N+1)Zk22—/€
k>0
=2 WHUN (1 43+ 54 ...+ (2k—1))27"
k>0
=2 VDN 2k — 1) ( D270
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— 27(]\74’1)2(2]{: - 1)27(1671)
E>1
=2 WH [ 2N g2k 4 N ok
k>0 k>0

=2 Wt 4 9) =327



