Ecole Normale Supérieure Traitement du signal

Feuille d’exercices n°9

Exercice 1 : matching pursuit

Soient n,p € N*.

Soient A € M,, ,(R) une matrice sans colonne nulle et b € R? un vecteur. On cherche a résoudre
le probléme suivant (en supposant qu’il a une solution) :

Trouver z € R" tq Ax = b

et x a le plus possible de coordonnées nulles

On note Ay, ..., A, les colonnes de A.
Dans cet exercice, on définit une méthode itérative pour trouver une approximation de x :
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1. Montrer que, pour tout k, r*®) = b — Az,

2. Montrer qu’il existe o €]0; 1[ (dépendant de A) tel que, pour tout y € Vect{A;,..., A,},
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3. On suppose que b € Vect {4, ..., A, }. Montrer que, pour tout k, |[r® ||y < (1 — a?)*2|[b||..

Exercice 2 : processus stationnaire a mémoire finie
Soit X[n] un processus a valeurs réelles, du second ordre (c’est-a-dire tel que E(X[n]?) < +00)
et stationnaire au sens large. On dit que X[n| est & mémoire finie si, pour un certain N > 0,
Rx[k] = 0 pour |k| > N.
1. Montrer que si X est a mémoire finie, sa puissance spectrale est de la forme :
N
EX<€’L'OJ) = ay + Zan(einw + e*'mw)

n=1

ou les a,, sont des nombres réels.



2. Soit B[n] un bruit blanc de variance 1 et h[n| un filtre causal a réponse impulsionnelle finie,
i.e. tel que h[n] =0sin > N oun < 0. On définit X = hx B. Montrer que X est un processus
a mémoire finie.

3. Soit F une fonction de la forme :

N
F(ezw) = ag + Zan(eznw + e—znw)

n=1
ol les a, sont des nombres réels et out F'(¢*) > 0 pour tout w € [—m;7]. On supposera ay # 0.
N
On lui associe le polynome P tel que P(2) = zV(ag + 3 an (2" + 277)).
n=1
Exprimer F(e™) en fonction de P(e™™).

4. Montrer que P(z7') = 272N P(2). En déduire que P peut s’écrire sous la forme :

P(z2) = aNl:[(Z —z)[[(z = 27")

=1

5. Montrer que :

—2:71|67iw o Zi’2 — eiw(efiw - Zi)(eiiw - Z;il)

N
En déduire qu’il existe un polynome Q(z) = 3 h,z" a coeflicients h,, réels tel que pour tout
n=0

w € [—m; 7], on ait F(e®) = |Q(e™™)|*.

6. Montrer que tout processus stationnaire & mémoire finie peut étre obtenu en filtrant un bruit
blanc B par un filtre causal a réponse impulsionnelle finie.

Exercice 3 : théoreme du codage de source de Shannon

Soit X une variable aléatoire prenant un nombre fini de valeurs. On note A l’ensemble des
valeurs possibles et H ’entropie de X.

On note X7, X, ... des variables aléatoires indépendantes de méme loi que X. Pour tout n € N
et tout a = (ay, ...,a,) € A", on note :

pla) = B(X1 = ar, . X = )
Soit ¢ €]0; 1[. Pour tout n, on note £, , un sous-ensemble de A™ de la plus petite taille possible
telle que - p(a) > q.

a€En 4
1. Soient §, ¢ > 0. Montrer que, pour tout n assez grand, il existe une partition de A™ en deux
ensembles B; et Bs tels que :

S pla)y<e et Vae B, 1()%2(1“/10(@))

a€ B,

—H| <)

logQ(CaI‘d(En,q))

n

2. En déduire que, quel que soit n > 0, > H — n pour tout n assez grand.
3. Supposons que, pour tout n, il existe une fonction C, injective, de A™ vers I’ensemble des

suites finies de 0 et de 1. Pour tous n € N,a € A", on note [,(a) la longueur de C,(a).



Montrer que, pour tout n > 0 :

> p(a)l"(a> >H -1

acA™ n

des que n est assez grand

Exercice 4 : Iterative Shrinkage-Thresholding Algorithm

On considere a nouveau le probleme de I'exercice 1 : on souhaite trouver x avec le plus possible
de coordonnées nulles, tel que Ax = b.

L’algorithme est le suivant :

— On choisit (@ € R™ quelconque et on suppose un A > 0 fixé.

— Pour tout £ > 0, on définit :

y(k) — 2k _ tA(Ax(k) —b)
) — SA(y(k))

ou, pour tout y € R", S\(y) est le vecteur de R™ tel que :
Vi=1,...,n (Sx(y)); = max(0, |y;| — \).signe(y;)

De maniere un peu simpliste, on peut interpréter I’algorithme en disant qu’il alterne des étapes
de descente de gradient de la fonction z — ||Az — b||? (la définition de y*) & partir de 2*)) et
des étapes de seuillage qui augmentent le nombre de coefficients nuls en annulant les coefficients
de y™® les plus proches de 0.

Dans cet exercice, on ne démontre pas que l'algorithme donne une bonne approximation du z
cherché. On se contente de montrer que, si |||A]|| < 1, alors la suite (z)),en converge vers un
certain Z qui est un point ou la fonction J : R™ — R suivante atteint son minimum :

J(x) = [|Az = bl[5 + 2A[|z|lx

[Ce qu’on note ||| A]|| est la norme opérateur de la matrice A, associée a la norme euclidienne.]

1. a) Montrer que, pour tout £ € N et tout y € R", on a :
J(@™ +y) < HO(y) — [ A(Az™ —0)|[3 + || Az — b][3

ot H®) est la fonction telle que H® (y) = ||y +TA(Ax®) — b)||2 4+ 2)||z®) + y||;.
b) Vérifier qu’on a égalité en y = 0.

¢) Montrer que H®) (z*+1) — 2*)) < H®)(0), avec égalité ssi a*+1) = k),

d) En déduire que J(z* 1)) < J(x®)) pour tout k, avec égalité ssi o1 = (),

2. a) Montrer que la suite (z*)), admet une valeur d’adhérence # et que :
T =5\(% —"A(AT - b))

b) Montrer que J atteint son minimum en Z.
¢) Montrer que (z®),cy converge vers 7.
[Indication : utiliser le fait que z — Sy(x —'A(Ax — b)) est 1-lipschitzienne.]



