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Feuille d’exercices n°10
Corrigé

Exercice 1

1. L’application f est injective : si x # y, alors ||f(x) — f(y)|| > a|lz —y|| > 0.

Montrons que df (x) est injective pour tout z € R™.
Pour tout x € R™ et tout h # 0 :

Pour tout ¢ # 0, Hw > «a|h||. Donc ||df (z).h|| > «||h||. En particulier, df (x).h # 0.
Pour tout x, df (x) est donc inversible : c¢’est une application linéaire injective de R™ dans R".

On en déduit que I'image de f est un ouvert de R".

En effet, pour tout z € R™, df (x) est inversible donc, d’apres le théoreme d’inversion locale, il
existe V' et W des ouverts de R", voisinages respectifs de x et f(z), tels que f: V — W est un
C'-difféomorphisme. En particulier, W C f(R"). Cela implique que tout point f(z) € f(R")
admet un voisinage W qui est inclus dans f(R"). Donc f(R™) est un ouvert.

Montrons que I'image de f est aussi fermée dans R”.

Puisqu’on est dans un espace métrique, il suffit de montrer qu'une suite de points de f(R™) qui
converge dans R" a en fait sa limite dans f(R"). Soit donc (f(x,))nen une suite convergente
d’éléments de f(R™), dont on note y la limite.

Pour tous n,m, ||z, — zm|| < || f(@n) — f(zm)]]-

La suite (z,)nen est donc de Cauchy (car (f(x,))nen l'est). Elle converge alors dans R™ vers
une limite z.,. Puisque f est continue, on doit avoir y = f(7). Donc y € f(R").

Puisque R™ est connexe et puisque f(R™) est ouverte est fermée, f(R™) = R" donc f est
surjective.

Comme on a aussi vu que f était injective, f est bijective. D’apres le théoréeme d’inversion
locale, la réciproque de f est un C!-difféomorphisme au voisinage de chaque point. Donc =1
est de classe C!.

2. a) On va montrer que S, — S, est fermé.

Soit (My)ken une suite d’éléments de S,, — ;7 convergeant vers une limite M.,. Montrons que
M, €S,—S.

Pour tout k, il existe u, € R™ — {0} tel que (ug, Myug) < 0. On peut choisir un tel uy de sorte
que ||Jug|| = 1.

Puisque la boule unité fermée de R™ est compacte, on peut supposer, quitte a extraire, que uy
converge vers une limite u,, # 0. Alors :

(Uoos Mootino) <0



Donc M, € S, — S*.
b) Soit ¢ : S+ — S l'application telle que ¢(A) = A%
D’apres le rappel, ¢ est une bijection.

L’application ¢ est de classe C* (car toutes ses coordonnées sont polynomiales en les coefficients
de A). De plus, pour toutes A € ST H € S, :

dp(A).H = AH + HA

Pour toute A, dp(A) est injective. En effet, si H # 0, puisque H est diagonalisable sur R (car
symétrique) en non-nulle, il existe x # 0 et a # 0 tels que Hx = ax. On a alors (z, (AH +
HA)x) = (x, Alax)) + (Hz, Az) = 2a(x, Az) # 0.

Donc d¢(A) est inversible pour toute A et ¢ est de classe C*. D’apres le théoreme d’inversion
locale, son inverse, /-, est donc aussi C*.

3. a) Soient 71, ..., 7, les racines de Py. Posons ¢ : R"[X] x R™ — R" lapplication C* telle que :

O(P,x1,y ...y xy) = (P(21), ..., P(z))

Pour tout P, la différentielle de ¢(P,.) vaut, en tout (z1,...,x,) :

dqb(P, .)(271, ...,Zlfn)-(yl, ,yn) = (P/(fl)yl, ,Pl(ﬁn)yn)

Elle est inversible si et seulement si P'(z;) # 0 pour tout i.
Puisque P est a racines simples, PJ(r;) # 0 pour tout . On peut donc appliquer le théoreme des
fonctions implicites au voisinage de (Py, 71, ...,7,). D’apres ce théoréme, il existe un voisinage
V' de Py, un voisinage U C R™ de (74, ...,7,) et une application de classe A : V' — U de classe
C*™ telle que :

VP eV, ¢(Pxy,....x,) =0ssi (z1,....,2,) = A(P)

Notons Aq, ..., A\, les coordonnées de A. Ce sont des applications C*.
Pour tout P € V, ¢(P,\(P),..., \y(P)) = 0. Donc A\{(P),..., \p(P) sont des racines de P.
Lorsque P tend vers Py, A\;(P) tend vers r; pour tout i (car A(Py) = (ry,...,7,)). Donc, pour
P assez proche de Py, les A{(P), ..., \,(P) sont des réels deux a deux distincts, ce qui implique
que P a n racines distinctes, qui sont A;(P), ..., A, (P).
b) On garde les notations de la sous-question précédente.
Pour tout P :

S(P,A(P), s M(P)) = 0

La différentielle de ¢ vaut :
d¢(P7 xl? ) x”)‘(Q7 yl? ) yn) - (Q(ml) + P,(x:l)yl? tt Q((L’n) + P/(xn>yn)

La différentielle de g : P — ¢(P, A\{(P), ..., \,(P)) vaut donc :

dg(P).Q = dd(P, \(P), ..., \e(P))(Q, dN(P).Q, ..., d\u(P).Q)
= (Q\(P)) + P'(M(P)dA(P).Q, ... Q(An(P)) + P'(Au(P))dAn(P).Q)



Puisque g est identiquement nulle :

QX (P))

VP,Q,i, d\(P).Q = “P(N(P)

Exercice 2

1. a) L’application df(0) est linéaire et injective, de R™ vers R™, donc n < m.

b) (df(0).eq,...,df (0).e,) est une famille libre de R™, puisque df (0) est injective. Il existe donc
une application linéaire bijective L : R™ — R™ telle que L(df(0).e;) = e; pour tout i < n.
Quitte a remplacer f par Lo f, on peut alors supposer que df (0).e; = e; pour tout i < n.
Posons, pour tout (x1, ..., x,,) assez proche de 0 :

C(xy, ey @m) = f(@1, oy @n) + (0, 00,0, Zpg1y ooy Ti)
L’application I' est de classe C! et, pour tout i < m :
dF(O)el = €;

La différentielle dI'(0) est donc inversible. On peut donc appliquer le théoreme d’inversion
locale : il existe un voisinage Wy de 0 et un voisinage V; de 0 tels que I" est un C!-difféomorphisme
de Wy vers Vj.

Notons ¢ : Vy — Wy la réciproque de I'. C’est un C!-difféomorphisme.

Pour tout (x1, ..., z,) suffisamment proche de 0 pour que (x1, ..., z,,0,...,0) € Wy :

oo f(xy,....,xy) =pol(xy,...,2,,0,....,0) = (z1, ..., 7, 0, ..., 0)

2. a) L’application df(0) est une surjection linéaire de R™ vers R™. Donc n > m.
b) Comme a la question 1.b), quitte a remplacer f par fo A, ot A est affine, on peut supposer
que df(0).e; = e; sii < m et df(0).e; = 0 si i > m. On pose, pour tout (1, ...,x,) assez proche
de 0 :

D(x1, ey @) = (f(T1, o0y Tn) s Tty ooy X)) € R®
Comme dI'(0).e; = e; pour tout 7, d['(0) est inversible et, par le théoreme d’inversion locale, il
existe Uy, U; C R™, des voisinages de 0 tels que I' réalise un C*-difféomorphisme de U; vers Uy.
Soit ¢ : Uy — Uy la réciproque de I'. Notons 1, ..., ¢, les applications coordonnées de 1. Pour
tout © = (xq,...,,) € Uy :

(fot(zr, ., xn), Vmi1(x), ooy () =T o th(xy, .0y ) = (T4, o0y Tp)
donc fo(xy,....,xn) = (21, ..e; Tpn)-

Exercice 3
Posons A = P71(P(S)).
Sur C — A, P est un C*>*-difféomorphisme local, d’apres le théoreme d’inversion locale. En effet,

sa différentielle est inversible en tous les points de C — A car C — A € C — S. L’image par P
de C — A est donc un ouvert de C — P(S).



De plus, 'image de C — A par P est aussi un fermé de C — P(95) : si P(z,) — z € C — P(95),
la suite (z,)nen est bornée (car |P(x)| — +oo quand |z| — +00) donc, quitte a extraire, on
peut supposer qu’elle converge vers une limite x,. Alors z = P(z.,) et, puisque z € C — P(5),
Too € C— Adonc z € P(C— A).

Puisque C— P(S) est connexe, I'image de C — A par P, qui est un ouvert et fermé non-vide, est
égale & C— P(S). Donc C— P(S) € P(C). Puisque P(S) est aussi inclus dans P(C), C C P(C).
Donc P(C) = C.

Exercice 4

a) Si on identifie M,,(R) et R", chacune des coordonnées de ¢ est une application polyno-
miale. L’application ¢ est donc C*.
o(Id+ H) = Ag+'HAg + AgH + 'HA\H = ¢(Id) + ' H Ay + AgH + o(H)
La différentielle de ¢ en Id vaut donc dop(Id).H =*HAg + AgH
b) Pour toute S € S,(R), dp(Id).(A;'S/2) = S donc dp(Id) est surjective.
c¢) Soit V' un sous-espace vectoriel de M, (R), de dimension % = dim S, (R), qui soit un
supplémentaire de Kerd¢(Id). Alors d¢(Id) réalise une bijection de V vers S, (R).
Posons ¢g(z) = ¢(Id + x) pour tout x € V. Comme d¢y(0) = dp(Id)y est une bijection, ¢
est un C*-difféomorphisme local (entre un voisinage de 0 dans V' et un voisinage de Ay dans
S,.(R)), d’apres le théoreme d’inversion locale.
Posons P(A) = Id + ¢5*(A). Alors P(Ag) = Id + ¢y (Ag) = Id.
De plus, pour toute A assez proche de Ay :

'P(A)AoP(A) = ¢(P(A)) = do(dy ' (A)) = A

2. a) D’apres la formule de Taylor, pour tout z € U, si le segment [0; x] est inclus dans U (ce
qui est vrai sur un voisinage V' assez petit de 0) :

f(x) = f(0) +df(0).x + = /d@)ftx T, x) /d ,x)dt

Pour tout y € U, on note M(y) = (M, ;(y))ij<n la matrice qui représente la forme bilinéaire
symétrique d® f (y) dans la base canonique. Avec cette notation :

1/t 1 /1
l’.] 7’7.]

Posons, pour tous 4,7 < n, a;;(r) = 3 fo M ;(tz)dt. Puisque M; ; est de classe C' pour tous
1,7, Vapplication a; ; est également de classe C! (on peut différencier sous le signe intégrale).

b) Avec les définitions de la question précédente, A(x) = (a; (7)) j<n st une matrice symétrique
pour tout z € V (et si on avait définis autrement les a; j, on pourrait remplacer a; ; par %
et la matrice serait symétrique).

De plus, par continuité des a; ; en 0, on a f(z) = 'z A(0)z + o(||z||?) lorsque x — 0. Donc A(0)
est la matrice associée & la forme bilinéaire d® f(0) dans la base canonique.

D’apres la premieére question, il existe un voisinage ¥V de A(0) dans S,,(R) et une application P :
V — M, (R) de classe C™ telles que P(A(0)) = Id et, pour tout A € V, A ="P(A)A(0)P(A).



Quitte a diminuer la taille de V', on peut supposer que A(z) € V pour tout = € V. On a alors,

pour tout x € V :
f(z) ="2A(z)z = "2" P(A(x))A(0) P(A(z))x

Puisque A(0) est de signature (p,n — p), il existe G € M,,(R) telle que :

.
En notant D la matrice diagonale de 1’équation précédente, on a, pour tout z € V :
f(z) =" (GP(A(2))z)D(GP(A(z))z)

Posons ¢(z) = GP(A(z))zx. On a dy(0) = GP(A(0)) (car ¢¥(z) = (GP(A(0)) + o(1))z =
GP(A(0))x + o(]|z|]) quand  — 0) donc, d’apres le théoreme d’inversion locale, il existe deux
voisinages V7, V5 de 0 tels que 1 réalise un C'-difféomorphisme de V; sur Va.

Si on pose ¢ =1, on a :

f(@(2)) = "(d(6(2))) D(¥((x))) = "2Dx = 21 + ... + 25 — py — . — T,

Exercice 5

1. a) Puisque 7 est un maximum local de rang df, rang df () < r pour tout x assez proche de 0.
Montrons 'inégalité inverse.

Puisque son rang est r, la matrice jacobienne J;(0) admet une sous-matrice carrée inversible de
taille 7 x 7. Comme le déterminant est une application continue, la sous-matrice de Jy(x) située
a la méme position est également inversible pour tout x assez proche de 0, ce qui implique :

rang df (z) = rang J;(0) > r

b) Quitte a composer f par un isomorphisme linéaire bien choisi, A, on peut supposer que
Im df (0) = Vect {eq, ..., e, }.

Soit 7 : R™ — R" la projection sur les r premieres coordonnées.

L’application o f est différentiable, de différentielle en 0 d(7 o f)(0) = 7 o df(0). Son image
est 7(Imdf(0)) = R". La différentielle est donc surjective.

D’apres la question 2. de l'exercice 2, il existe U;, Uy deux voisinages de 0 dans R™ et un
C!-difféomorphisme 1 : U; — U, tels que, pour tout @ = (xy, ..., x,) € Uy :

mo fo(xy,...xy) = (T1,..., %)

Si on note A.i1,...,\,, les m — r dernieres coordonnées de f, on a alors, pour tout x =
(1, .y xy) €Uy -

fo(xy,...zp) = (mo fo(xy, ..., xn), \eg1 (), oo, A (X)) = (X1, ooey Ty M1 ()5 oy A (7))



c¢) D’apres la question a), quitte a prendre U; et Us plus petits, on peut supposer que rang df = r
sur Us. On fait cette hypotheése a partir de maintenant.

Pour tout x € Uy, la différentielle de Ao f o1 en z vaut A odf (¢ (x)) odi(x). Comme A et dip
sont inversibles, le rang de cette différentielle est le méme que celui de df (¢(z)), ¢’est-a-dire 7.
La jacobienne en = de A o f o1 vaut, d’apres 'égalité de la question b) :

1 0 0 0 e 0
0 o0 0 e 0
0 o1 0 e 0
OAr A Oy
8;1 () ... —axri (x) ... —szl (x)
%’\T’T(x) . 76?::11 (x) ... %’:(w)
Pour que cette matrice soit de rang r, il faut qu’on ait (T) it ol 0
J 12T =T

Quitte a réduire encore un peu U; et Us, de facon a ce que U soit de la forme Ul(l) X Ul(z) avec
Ul(l) C R"et U1(2) C R™" connexe par arcs, on a alors, pour tout k et tout x = (1, ..., z,) € Uy :

Moy, ooy ) = A1, ooy 0, 0, .0, 0)

(car les dérivées partielles de A selon 1, ..., z, sont nulles.)
d) Soit g 'application définie au voisinage de 0 dans R” telle que :

g(x1, ey ) = (T1, ooy Tpy e (21, oo, 20, 0,00, 0), ooy A (21, oo, 24, 0,1, 0))

Cette application est différentiable, de différentielle injective en 0 : en effet, si on note 7 la
projection sur les r premieres coordonnées, m o g = Id donc 7 o dg(0) = Id, ce qui impose a
dg(0) d’étre injective.

D’apres la question 1. de l'exercice 2, il existe donc Vy, Vj deux voisinages de 0 dans R™ et
bV — Vg un C'-difféomorphisme tels que, pour tout (zi, ..., z,) assez proche de 0 :

ggog(xl, ey ) = (21, o0y, 0, ..., 0)

On pose ¢ = po A et Vo = A1 (V). Alors ¢ : Vy — Vg est un C!'-difféomorphisme et, pour tout
(21, ..., z,) dans Uy (quitte a réduire encore un peu Up) :

pofor(xy,...,zy,) oAo foi(xy,..,x,)
(1, ooy Ty A1 (21, oy T, A (1, oy 7))
(1 ooy Ty Npi1 (21, oy 0, 0, ., 0), A (21, -, 24, 0, .., 0))

0 g(r1, )
= (21, ...,2,,0,...,0)

¢
¢
¢
¢

2. a) On peut prendre ¢(a,b) = (a,b) et ¥(a,b) = (a,b — a?).



b) Pour tout (z,y) € R?, df(z,y).(h,1) = (h,2yl). On a donc rang(df (x,y)) = 2 si y # 0 et
rang(df (z,y)) = 1siy = 0.

Supposons qu’il existe 1, ¢ des difféomorphismes au voisinage de (0, 0) tels que o fod(a,b) =
(a,0) pour tous (a,b) assez proches de (0,0). Puisque l'application (a,b) — (a,0) a une
différentielle de rang 1 en tout point, f doit aussi avoir une différentielle de rang 1 en tout
point assez proche de 0. Or on a vu que ce n’était pas le cas.

c) Soit U = {xz € V tq rang(df) admet un maximum local en x}.

Lemme 5.1. U est dense dans V.

Démonstration. Soit W un ouvert de V' quelconque. L’application z — rang(df(x)) ne prend
qu'un nombre fini de valeurs sur W. Elle admet donc un maximum sur W. Si x( est un point
ol le maximum est atteint, xq € U. O]

Lemme 5.2. U est ouvert et df est de rang localement constant sur U.
Démonstration. Méme démonstration qu’en 1.a). ]

Montrons maintenant que, sur U, df est injective. Soit © € U quelconque.

Puisque df est de rang localement constant au voisinage de z, il existe (d’apres le théoreme de
la question 1.d)), des C'-difféomorphismes ¢ et 1, définis au voisinage de 0 et f(z), tels que
#(0) =z, (f(x)) = 0 et, pour tout y = (y1, ..., yn) assez proche de x :

Yo food(yr,..yn) = (Y1, 9r,0,...,0) € R™

ou r est le rang de df (z).

On a nécessairement r = n, sinon f n’est pas injective : f o ¢(0,...,0,t) = f o ¢(0) pour tout t
assez petit (et pourtant ¢(0,...,0,t) # ¢(0) car ¢ est injective).

Donc df (z) est une application de rang n de R™ vers R™. Cela implique que df (x) est injective
et que m > n.



