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Feuille d’exercices n°11

Exercice 1 : quelques exemples d’utilisation de Cauchy-Lipschitz
1. Soit f: R — R de classe C' telle que | f(¢) — cos(t)] < 1 (pour tout ¢ € R). On considere le

systeme différentiel
'(t) = f(x(t))
©  {n-n
a) Montrer que (S) admet une unique solution globale (c’est a dire définie sur R entier).

b) Montrer que f admet un zéro t; sur chaque intervalle [2km, (2k + 1)7] (k € Z).
¢) Montrer que, quel que soit xg, la solution z de (S) est bornée.

2. Soient f,g :[0,1] x R — R deux fonctions continues vérifiant f(t,z) < g(t,x) pour tout
(t,z) € [0,1] x R. On fixe tg € [0,1] et a € R et on consideére les systemes

sp (TSI gy (VO =gltat)

z(ty) = a y(to) _: a

a) Si x, y sont des solutions (de classe C') de (Sy) et (S,), définies sur tout [to; 1], montrer qu’il
existe d > 0 tel que x(t) < y(t) pour tout ¢ €|ty; to + I].
b) En déduire que z(t) < y(t) pour tout t € [to; 1].

3. Soit f : R® — R de classe C? telle que | ll}m f(x) = +00. On lui associe le champ de vecteurs
T||—0o0

X(z) = =V f et on considere le systeme différentiel associé

7'(t) = X(x(t))
x(t0> = X

(Sx) {

a) Montrer que le systeme (Sx) admet une unique solution maximale, définie sur un intervalle
de la forme ]a, +o0l, avec a € RU {—o0}.

b) En considérant la fonction f(z) = z*/4 pour n = 1, montrer que a n’est pas nécessairement
égal a —oo.

Exercice 2

Soit n € N*. Soient A : R — M, (R) et b: R — R" deux applications continues. On considere
I’équation suivante :

0= A(t)u + b(t)

On suppose que A et b sont périodiques, de méme période.



Montrer que I’équation admet une solution périodique si et seulement si elle admet une solution
bornée sur RT.
[Indication : utiliser la formule de Duhamel.]

Exercice 3 : une étude de systemes différentiels

1. On considere le systéeme suivant :

T =2y + 22°
Yy = —2z — 42 — 4ay

a) Vérifier que E(z,y) = 2? + y*> + 2* + 22%y est une intégrale premicre (c’est-a-dire que
t — E(x(t),y(t)) est une fonction constante si (z(t),y(t)) est une solution du systeme).

b) Calculer " l)ilrln E(z,y) et en déduire que les solutions sont globales.
x,y)||——+o0

c¢) Trouver toutes les solutions du systeme.
[Indication : trouver une (quasi-)équation différentielle pour z, ne faisant pas intervenir y.|

2. On perturbe le systeme (a > 0) :

T =2y +22%—ax
y = —2x — 4x® — day + 2ax?

Montrer que ce systeme perturbé admet des solutions globales.
[Indication : considérer a nouveau E(z(t),y(t)); pour t — —oo, utiliser le lemme de Gronwall.]

Exercice 4 : distributions et solution fondamentale du Laplacien

Pour tout m € N et toutes fonctions f, g : R? — R de classe C* a support compact, on définit :

an1+n2f 8n1+nzg

— = sup sup|l— () — —F—(x
1 =gllm = sup 5w | s )~ Gurgy g, @)
Etant donné un compact K C R2, on note C5° Pensemble des fonctions C* de R? vers R dont
le support est compact et inclus dans K.
Pour tout m € N, toute g € CZ et tout € > 0, on note B ,(g,€) = {f € C¥ tq ||f — g||lm < €}
On munit C¥ de la topologie engendrée par { B m (9, €) bm.g.e-
1. a) Montrer que {Bg (g, €) }m.g. forme une base de la topologie de C5?.
b) Montrer que + : C5? X C3? — C¥ et x : C x R — C% sont des applications continues.
c) Soit ¢ : C¥ — R une forme linéaire. Montrer que ¢ est continue si et seulement si il existe
m € N, C' > 0 tels que, pour toute f € C¥ :

60 < ClIfllm

2. On note C° 'ensemble des fonctions C* de R? dans R & support compact.

Pour tout compact K, on continue de noter Cz¥ I'ensemble des fonctions de classe C*° a support
dans K, vu comme un sous-espace vectoriel de C°.

Soit V 'ensemble des sous-ensembles V' de C° vérifiant les propriétés suivantes :



1. V est convexe et contient 0.
2. Ve eV,—x eV
3. pour tout compact K, V NC¥ est un ouvert de C%¥ (pour la topologie définie en 1.)

Soit T I'ensemble des sous-ensembles (2 de C° vérifiant la propriété suivante :
VieQ,dVeVtqf+V CQ

a) Montrer que T est une topologie.

b) Montrer que V C 7.

¢) Montrer que, pour cette topologie, + et x sont des applications continues.

d) Montrer que f € C°® — g :Z € C*° est une application continue pour ¢ = 1, 2.

e) Soit L : C2°® — R une forme linéaire. Montrer que L est continue si et seulement si, pour tout

compact K, il existe mg € N et Cx > 0 tels que :

3. On appelle distribution une forme linéaire continue sur C2°.
a) On note &y application telle que dy(f) = f(0). Montrer que dy est une distribution.
b) Soit g : R? — R une fonction mesurable dont la restriction & tout compact est L'. On
définit :
pg: C* — R
= Jrefy

Montrer que ¢, est une distribution.
4. Pour toute f € C°, on pose Af = o2 f + 9*f

02z 02z "

Pour toute distribution 7', on définit AT par :

Vielr, AT(f)=T(Af)

a) Montrer que AT est une distribution.
b) Montrer que si g est une fonction de classe C?, alors Ag, = da,.

5. Soient fi, fo deux fonctions C* de R? dans R dont I'une au moins est & support compact.
Montrer que, pour tout € > 0 :

/RQDE(Afl)fQ — (Afo)fi = /s (flaaj;j — 2%{;) do

Ici, D, désigne le disque centré en 0 de rayon € et S, son bord. On définit, pour toute A :

2
hdo = e/ h(ecos @, esin 0)db
S 0

La fonction % est la dérivée normale de f; par rapport a la normale a S,, c¢’est-a-dire :

%(e cos @, esin @) = cos 92;:1 + sin Qg:f;

on




[Indication : on rappelle la formule de Stokes : pour ¢ € C°(R? R?) et pour  C R? un ouvert,
Jodiv(¢) = [50 ¢(x).n(x)do(z), ou n(x) désigne le vecteur normal a 02 en x, orienté vers
I'extérieur de €.

6. Soit, pour tout = € R? :

foltr) = 5 toa(l)

a) Montrer que, sur R? — {0}, Afy = 0.

b) Montrer que A¢y, = do.

[Indication : utiliser la question 5.]

¢) Soit g € L'(R?) a support compact. Montrer que I’équation AT = ¢, admet une solution
dans 'espace des distributions.

[Indication : trouver un moyen de définir 7'xg pour toute distribution 7" et vérifier que A(T*g) =
(AT) > g.]



