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Corrigé

Exercice 1

1. a) Soit z :Ja; b[— R la solution maximale. D’apres le théoréeme de Cauchy-Lipschitz, elle est
unique. Montrons que b = +00. Le méme raisonnement démontrerait aussi que a = —oo.

La fonction f est bornée par 2. Si b < 400, la solution x reste bornée au voisinage de b : pour
tout ¢ € [0; 8],

t
2(t)] < 2(0)] + /0 2 (s)]ds < o] + 2t < |0] + 20

C’est en contradiction avec le théoreme de sortie des compacts. Donc b = +oc.

b) Pour tout k € Z, f(2km) > cos(2km) — 1 =0et f((2k+ 1)m) < cos((2k + 1)m) +1 = 0. Par
le théoreme des valeurs intermédiaires, f admet donc un zéro sur [2km, (2k + 1)7].

c) Si x n’est pas bornée, il existe k tel que x prend la valeur 5 en un certain point 7'

Alors z est solution du systeme différentiel suivant :

{ /(1) = f(z(t))

La solution de ce systeme différentiel est unique donc x est égal a la fonction constante en t.
En effet, la fonction x : ¢ — ¢, est solution du systéme, puisque, pour tout ¢, 2'(t) = 0 =
fte) = f(z(t)).

Donc x est une fonction constante et x est bornée.

2. a) @' (ty) = f(to,a) < g(to,a) = y'(to)

Donc y(t) — z(t) = (¢ (to) — 2'(t0))(t — to) + o(t — to) est strictement positif lorsque t — ¢y est
strictement positif et assez proche de 0. Il existe donc ¢ tel que, pour tout t €]ty;to + 0] :

y(t) > (1)

b) Soit I = {t € [to; 1] tq V' € [to;t], z(t') < y(t')}. Cet ensemble est un intervalle de la forme
[to; T'] ou [to; T7[.

I ne peut pas étre de la forme [to; T car, s’il I’était, T appartiendrait a I, par continuité de z
et y.

Il est donc de la forme [to; T]. Montrons que T' = 1.

Si ce n’est pas le cas, on doit avoir z(T) = y(T') (en effet, par définition de I, x(T") < y(T); de
plus, si I'inégalité est stricte, par continuité de x et y, on doit avoir x < y sur un intervalle de
la forme [T;T + €[ donc [to; T + €[C I pour un certain € > 0).



Notons a' = z(T') = y(T). D’aprés la question a), puisque x et y sont solutions des systéemes
différentielles suivants :

(Sy) { 2'(t) = f(t, x(t)) ot (S,) { g’((j{)) zgagt,y(t))

il existe 6 > 0 tel que x < y sur |T;T + 6[. Alors [to; T + §[C I. C’est en contradiction avec la
définition de 7'

3. a) Le fait que la solution maximale soit unique est une conséquence du théoreme de Cauchy-
Lipschitz. Elle est définie sur un intervalle de la forme ]a; b[. Montrons que b = +oc.

Posons ¢ :]a; b|— R la fonction telle que g(t) = f(x(t)).

Alors ¢'(t) = df (z(1)).2'(t) = (Vf(2(1)),2' (1)) = —[|Vf(z(@®))]]*.

La fonction g est donc décroissante. Cela implique que = est bornée sur [to; b[. En effet, soit
M > f(z(tp)). Puisque f(y) — +oo lorsque ||y|| — 400, il existe R > 0 tel que, si ||y|| > R,
alors f(y) > M. Pour tout t € [to;a[, f(z(t)) = g(t) < g(to) = f(x(ty)) < M donc ||z(t)|| < R.
Donc si b < +00, on a une contradiction avec le théoreme de sortie des compacts, de la méme
fagon qu’a la question 1.a).

b) Pour la fonction f(z) = x*/4, avec n = 1, on a X (z) = —23. L’équation est donc :

7' (t) = —a3(t)
ZE(tQ) = X9

(Sx) {

Si xg # 0, la fonction = ne s’annule pas (sinon elle est constante en 0, pour la méme raison

qu'en 1.c)). Alors 1 = —;C;((?) =3 (x%)/ (t).
1 1

Done =gy = 2y + 2(t — ty) pour tout t dans l'intervalle de définition de x. La fonction x ne

peut donc pas étre définie en t = to — %m (sinon, on aurait en ce point x%(t) = 0). Elle n’est
donc pas définie sur tout R.

Exercice 2

Une fonction continue et périodique étant nécessairement bornée, si I’équation admet une so-
lution périodique, alors elle admet une solution bornée sur R*. Montrons la réciproque.

Soit T la période de A et b. Soit v une solution bornée sur R* de I'équation @ = A(t)u + b(t).
Notons R! la résolvante de 1'équation @ = A(t)u, c’est-a-dire la fonction telle que, pour tout
¢ € R" t — R.¢ est 'unique solution de 'équation qui vaut ¢ en s. On sait que, pour tous s
et t, R. est une application linéaire.

Lemme 2.1. [l existe M € M, (R),y € R™ tels que, pour toute solution u de l’équation :
VkeZ, u((k+1)T)= Mu(kT)+y

Démonstration. Soit u une solution de I'équation. D’apres la formule de Duhamel, pour tout
kelZ: .
+
w((k+ 1DT) = REFITw(kT) + R b4 dt
kT



Pour tous a, b, Rzi?p = RP. En effet, si w est une solution de I’équation telle que w(a) = =,

alors w(. —T') est une solution de I'équation qui vaut x en a+7 donc R Ta = w(b+T-T) =

w(b) = RVx.
Donc :
R(T+1)
u((k+)T) = REu(KT) + [ RErb(t — KT)dt
kT
T
— RTu(kT) + / RTb(t)dt
0
Si on pose M = RY et y = [T RTb(t)dt, on obtient le résultat. O

Lemme 2.2. [] existe xg € R"™ tel que xo = Mxy + y.

Démonstration. Supposons par I'absurde que ce n’est pas le cas. Alors y ¢ Im (M — Id).
Soit p un projecteur sur Vect {y} dont le noyau contient Im (M — Id). Pour tout k :

p(o((k +1)T) —v(kT)) = p((M — Id)o(kT)) + p(y) =y

Par récurrence, on en déduit que p(v(kT)) = p(v(0)) + ky. Comme y # 0 (sinon y € Im (M —
Id)), alors (p(v(kT')))ken n'est pas bornée, ce qui est absurde car (v(kT))gen est bornée. [

Achevons la démonstration.
Soit ug la solution de I’équation telle que uy(0) = xy. Alors, d’apres le premier lemme, ug(7") =
Mzxy 4y = x9 = up(0). La fonction ug(. + T") vérifie donc :

ug(t+7T) = At + Tug(t +T) + b(t +T) = A(t)uo(t + T') + b(t)

Ainsi, up(. + T') est solution de la méme équation que ug, avec la méme condition initiale en 0.
A condition initiale fixée, la solution est unique (d’apres Cauchy-Lipschitz) donc ug(. +71") = ug
et ug est T-périodique.

Exercice 3

1. a)

gE(iE(t), y(t) = 2o(t)i(t) + 2y(t)j(t) + 42> ()@ () + 4o () ()y(t) + 22 (£)y(1)

ot
= @ (t)(2x(t) +42°(t) + 4 (t)y(t)) + §(£)(2y(1) + 22°(¢))
=0
b) Quand ||(x,y)|| = +oo, E(x,y) — +o0. En effet, F(x,y) = 2* + (y + 2%)? donc, pour tout
M > 0, I'inégalité FE(z,y) < M implique :
(Jz| < VM) et (ly + 2| < VM)
= (lo] < VM) et (Jyl < |y + 2| + [2°] < M + VM)



Cela implique que, pour tout M, E(x,y) > M des que ||(x,y)|| est assez grande.

Si x et y sont des solutions maximales du systeme, E(x(t),y(t)) est une fonction constante
donc bornée. Cela implique que t — (x(t),y(t)) est une fonction bornée sur son intervalle de
définition. Par le théoreme de sortie des compacts, cela implique que x et y sont définies sur
tout R.

¢) Soit (x,y) une solution du systeme. Soit C' la valeur de E(z,y).

Si C' =0, alors x et y sont identiquement nulles (puisque 0 = E(z,y) = 2% + (y + 2%)? implique
x =y = 0). Supposons maintenant C' > 0.

Pour tout ¢, y2(t) + 222 (t)y(t) + z*(t) + 22(t) — C = 0 donc :

y(t) = —2*(t) £ /C — ()

Cela implique #(t) = £2,/C — 22(t) pour tout t.

La fonction z n’est pas constante (sinon & = 0 donc y(t) = —z*(t) pour tout t et 0 = g(t) =
—2x(t), ce qui implique z(t) = 0 donc y(t) = 0 et C' = 0). Il existe donc un réel ¢, tel que
x(to) # 0.

Supposons par exemple & (ty) > 0. Soit I l'intervalle maximal contenant ¢, sur lequel &(tg) ne
s’annule pas. Sur cet intervalle :
T =2vVC — 2?

On en déduit que (arcsin(z/+v/C))" = 2. Donc il existe b € R tel que, pour tout t € I, z(t) =
V/C'sin(2t + b). Cela entraine que I est de la forme ]a; a + 7/2[ pour un certain a € R, avec :

z(a) = —VC et z(a+7/2)=VC

et, sur Ja;a + 7/2[, z(t) = VC'sin(2(t — a) — 7/2).

De méme, un intervalle maximal ou & serait négatif serait de la forme |a;a + 7/2[ avec x(t) =
—/C'sin(2(t —a) — 7/2).

Soit a tel que z(t) = v/C'sin(2(t — a) — /2) sur Ja;a + 7/2[. En a + 7/2 la dérivée seconde de
x n’est pas nulle donc & change de signe. Sur l'intervalle |a + 7/2; a + 7[, & est donc négatif et
z(t) = —/Csin(2(t — (a +7/2)) — 7/2) = VC'sin(2(t — a) — 7/2).

En a + 7w, £ change a nouveau de signe et redevient positif. Par récurrence, on peut montrer
que, pour tout ¢ €]a; +-00[, onax(t) = v/C'sin(2(t — a) —7/2). Un raisonnement similaire montre
que la formule est également vraie pour ¢ €] — oo; al.

En posant &« = —2a — /2 et en calculant y a partir de 'expression trouvée pour x, on obtient :

(z(t),y(t)) = (VCsin(2t + a), —C'sin®(2t + ) + VC cos(2t + a))

Réciproquement, on peut vérifier que toutes les fonctions de cette forme sont solutions de
I’équation.

2. On vérifie que, si (z,y) est une solution maximale de I’équation, alors E(z,y) = —2az?.
Donc E(z,y) est une fonction décroissante. Par le méme raisonnement qu’en 1.b), (z,y) est
donc définie sur un intervalle non majoré.

Montrons maintenant que l'intervalle de définition de (z,y) n’est pas minoré. Supposons par
'absurde qu’il I'est et notons-le Jtg; +00].



Considérons maintenant ¢(t) = FE(z(—t),y(—t)), pour tout t €] — oco; —to[. On a ¢'(t) =
2a2%(—t) < 2ag(t).

On en déduit, par le lemme de Gronwall, que g(t) < g(—ty — 1)e pour tout t €
[—to — 1; —to[. En particulier, g(t) reste bornée quand ¢t — —t,. Donc, d’apres la question 1.b),
(x(—t),y(—1)) reste également bornée quand t — —ty (c’est-a-dire que (z,y) est bornée au
voisinage de ty). C’est en contradiction avec le théoreme de sortie des compacts.

2a(t+to+1)

Exercice 4

1. a) Puisque f € Bgn(f,€) pour toute f et tous m € N;e >0, on a :

U BK,m<ga E) = C(I)(O

m7g7€

Soient my, g1, €1, M2, g2, €2. Supposons que B m, (91, €1) N Brm, (g2, €2) # 0. Soit f un élément
de l'intersection.

Posons g3 = f, mg = max(my, ms) et fixons e3 < min(e; — [|g1 — f||my, €2 — 1|92 — fllma)-

Alors f € BK,m3 (937 63) C BK,ml (917 61) N BK,m2 (gQ; 62)'

D’apres la propriété caractérisant les bases de topologie vue au début de I'année, { B (g, €) }im.g.
est une base d’ouverts de la topologie qu’elle engendre, c’est-a-dire une base de la topologie de
C.

b) Pour montrer la continuité de +, montrons que 'antécédant par + de Bg (g, €) est un
ouvert pour tous m, g, €.

Supposons m, g, € fixés et notons Q C C¥ x C¥ 'antécédant de B ,,,(g, €) par +.

Soit (fl,fg) e Q.

Soit € > 0 tel que 2¢' < e —||g — (f1 + f2)|lm-

Alors (f1, f2) € Brm(f1, €)X Bgm(f2,€) C Q. En effet, pour tout couple (g1, g2) € Brm(f1, €)X
B m(fa,€'), on a:

lg = (91 + 92)llm < Nlg = (fr + f)llm + (11 = g1llm + 112 = g2llm < llg = (fr + fo)l|m + 26" <€

Cela démontre que €2 est un voisinage de chacun de ses points et donc que €2 est un ouvert.
On procede de maniere similaire pour la continuité de x.

c) S’il existe C,m tels que |¢(f)| < C||f||m pour toute f, alors ¢ est continue.

En effet, pour toute f et tout e > 0 :

Vg € Bm(f,€/C),  |0(f) = d(9)] S CIIf = gllm <€

donc, pour toute f, ¢ est continue en f. Cela revient a dire que ¢ est continue.
Réciproquement, si ¢ est continue, alors ¢~1(] — 1; 1]) est un ouvert contenant 0. Il existe donc
m, € tels que :

Bicm(0,€) € 67 (] = 1;1])
Posons C' = 2/e. Pour toute f € C%, €f/(2||f|lm) € Brm(0,€) donc |o(ef/(2||f]lm))] < 1.
Ainsi :
8()] < Cl|flm
2. a)



-0,CeT

- Si (Uy)ier est une famille d’éléments de T, alors, pour toute f € JU;, il existe ig tel que
[ € Uy, 1l existe donc V;; € V tel que f + Vi) C Uy,. Pour ce Vj;, on a f + V;, C UU;.
Donc YU; € T.

- Si Ul,bg €T et feU NU,,il existe V1,Vo € V tels que f+Vy C Uy, f+ Vo C Us.

Alors ViNnVa e Vet f+ (ViNnVe) C U NUs.

Donc Uy NU, € T.
b) Soit V' € V. Montrons que V € T.
Pour toute f € V,sionnote W ={g € C®tq f+g € Vet f—g e V} 'ensemble W est
convexe et symétrique (car V' l'est). Montrons que, pour tout K, W NC¥ est ouvert dans C¥.
Soit g € W NC. Soit K" = K U Supp(f).
Alors f+g¢, f—g € VNCF. Comme ce dernier ensemble est ouvert dans C35, il existe m,e > 0
tels que :

Brrm(f +9,¢) CVNCE By m(f —g,¢) CVNCRE

Alors, Brm(g,€) C W NCE. En effet, si h € Bg,(0,€), f+9g+h € Bgw(f + g,€) et
f—(g+h) € Brgrm(f—g,¢).Donc f+(g+h)eVet f—(g+h)eV.Doncg+hecWNCF.
c) Soit © € T. Notons ¥ son antécédant par + et montrons que §2’ est un ouvert de C° x C.
Soit (f1, f2) € . Puisque f1 + fo € Q, il existe V € V tel que f; + fo+V C Q.

D’apres la question précédente (et comme l’ensemble des ouverts est stable par translation et
homothétie), fi + V/2 et fo + V/2 sont des ouverts de C°. Or (f1 + V/2) x (fo +V/2) C
(car V est convexe) donc il existe un voisinage ouvert de (f1, f2) inclus dans €'.

Pour la multiplication, soit a nouveau 2 € 7. Notons €' C C>* x R son antécédant par X.
Montrons que €' est un ouvert.

Si (f,\) € ¥, alors il existe V €V tel que Af +V C Q.

Soit & > 0 tel que 26f € V. Un tel § existe. En effet, si K est tel que Supp(f) C K, alors
V NC% est un ouvert de CF¥ contenant 0. Il doit contenir ¢ f pour tout § assez petit.

Alors (f+V 3 |M+|(5\)) JA=6; A+0[C €. En effet, si (f+112(|/\|+|5| A+0') € (f+Vm)x])\—
A+ 6, ona:
1 A+
Fhv—— YA+ =Mo" s
Ut oamra oy ) 20N+ o)

Comme 20 f € V et V est un convexe symétrique contenant 0, 20’ f € V, c’est-a-dire §' f € V/2.

On a aussi vy eV/2 car‘ ‘ < 1/2. Puisque V/24+V/2 C V, (f+v/2(|A\|+]0])) (A +

W
y)yerf+V c.
d) Soit Q € T. Soit Q' = {f € C tq % € Q}. Montrons que €' est aussi dans 7.

Soit f € Q. Soit V €V tel que g—ji#—VCQ.

Posons V' = {g € C tq 8%- € V}. Alors f+ V' C . 1l suffit donc pour conclure de montrer
que V' € V.

Puisque V est un convexe symetrique qui contient 0, V' aussi. De plus, pour tout compact
K, V'NnCE ={g € C¥ tq ag e VNC¥}. Clest donc 'antécédant par Iapplication g — aa—g
de Pouvert V N C%. Comme cette application est continue sur C3¥ (on peut vérifier que les

2(I/\\Jrlé\)



antécédants par cette application des éléments de la base d’ouverts de la question 1.a) sont des
ouverts), antécédant est un ouvert.

e) Supposons d’abord que L est continue.

Pour tout K compact, linclusion ix : C¥ — C° est continue. En effet, si V' € V, alors
i (V) =V NCP est (par définition de V) un ouvert de C3. Comme V engendre la topologie
de C2°, tous les ouverts de C° sont d’antécédant par ix ouvert. Donc i est continue.

Donc, pour tout K compact, L o ix est une application continue. D’apres la question 1.c¢), il
existe myg € N, Cx > 0 tels que :

e VfeCg, [LNH < Ckllfllme

Supposons maintenant que cette derniere propriété est vérifiée et montrons que L est continue.
Soit f € C. Soit € > 0. Montrons que L™ (JL(f) — €; L(f) + €[) est un voisinage de f.

Posons V' = {g € C° tq |L(g)| < €}. Puisque L est linéaire, V' est convexe, symétrique et
contient 0.

Pour tout K compact, V N C¥ est ouvert. En effet, VNC¥ = {g € C¥ tq |L oik(g)| < €}.
L’application L o ix est continue puisqu’il existe C'x, mx comme dans la question 1.c). Donc
VNC¥ = (Loig) Y] — ¢€¢f) est un ouvert de C.

3. a) Pour tout compact K, la propriété de la question 2.e) est vérifiée avec Cx =1 et mg =0
donc dg est continue. C’est une distribution.

b) Pour tout compact K :

vrecr. ol =|[ 19
<IIfllo [ lg

donc, si on pose mg = 0 et Cx = [, |9, la propriété de la question 2.e) est vérifiée. Donc ¢,
est continue; c¢’est une distribution.

4.a) Ona AT =T o A.
L’application A est continue car on a vu que, pour ¢+ = 1,2, f — % était une application
continue. Comme 7' est également continue, AT est continue; c’est une distribution.



A6,(f) = [ (Af)g
2 2
— /RQg(xb:cg);f (21, z2)dz dzy +/ xl,x2)62 (21, z2)dz dzy
2 2
:A(/Rg(m,mz);xfl(ml,m)dml) dxg-l—/R(/Rg(xl,xg);gi(ml,xg)d@) dx,
— /R— < Raai(xl,xz);;fl(m,xz)dx1> dxs + /R — ( 8652 (xl,xQ)gjz ($17I2>d3§'2> dzy
(32 62
:/R /Rf(m,xz)azzgl(xl,m)dm) dxg—k/R(/Rf(xl,xg)yi(xl,xg)dm) dzx,
= | f(Ag)
RQ
= (bAg(f)
5. Posons ¢ = (8f1f gﬁf 1 gi‘lf 8f2 fl)

On vérifie que dlv(¢) (Af1)fa — (Afg)fl
De plus, pour tout = = (ecosf,esinf), en notant n(x) = (—cosf, —sinf) la normale a S,
(orientée vers l'extérieur de R? — D,) :

6().n(x) = — cos 01 () — sin O ()

= —h@ @)+ 102w

Appliquée & ¢ pour 2 = R2— D_, la formule de Stokes donne donc exactement le résultat voulu.
6. a) Calculons A fy sur R* — {0}.
Comme fy(z) = £ log(a? + 23), 2o (z) = L5 et 8 L (1) = 5 ot s

Ox1 21 22 +a3 2m (z2+a2)2"

o a2, _ 1 x%ﬂc%
On trouve symétriquement g° (x) = o T

Afo(x) =0six #0.

b) Remarquons tout d’abord que ¢y, est bien définie car fy est intégrable sur tout compact,
malgré sa singularité en 0.

Soit f € C2°. Montrons que Agy, (f) = f(0).

Puisque f est a support compact et fy est intégrable sur tout compact :

Do ()= [ haf=1m [ finf

En sommant les deux termes, on a bien

D’apres la question 5. et la question 6.a), pour tout € > 0 :

[N R N RN ) ( Ly ) do

(Dans la question 5., on avait supposé que f; et fy étaient toutes deux de classe C*. Ici, cette
hypothese n’est pas vérifiée car fy n’est pas C*°. Néanmoins, le résultat reste vrai. Pour le voir,



il suffit de I’appliquer a fo au lieu de fy, ou fo est une fonction qui coincide avec fy sur R? — D,
mais est de classe C* sur D..)
On vérifie a ’aide des formules calculées a la question précédente que %(6 cosf,esinf) = ﬁ

Lorsque € — 0%, f(x) = f(0) 4+ o(1) pour z € S, et %L (z) = O(1), puisque f est de classe C*.

Donc :
NG

_ ! /E(f(O)—l—o(l))da—Qlloge/SGO(l)do

"~ 2me Js 7r
= f(0) + o(1) — O(eloge)
= f(0) +o(1)
done Tim oo, yAf = £(0) et Aoy, (f) = (0).

c¢) Pour cette question, on ne donne que le principe de la démonstration. On définit 7" % g par
(T'xg)(f) =T(f *g), ou g(x1,z2) = g(—x1, —x2). C’est une distribution car on peut vérifier
que f € C® — fxg € CX est continue.

OnaA(T*g)(f) =T(Af)*xg) =T(A(f*xg)) = (AT) % g(f), c’est-a-dire A(T'xg) = AT x g.
En particulier, A(¢ys, * g) = A¢g, * g = do * g = ¢Pg.



