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Feuille d’exercices n°2
Corrigé

Exercice 1

1. a) L’ensemble A U B est le plus grand ouvert inclus dans A U B. Comme AU B est ouvert
et inclus dans AU B, on a :

AUBC AUB
En revanche, on n’a pas nécessairement égalité. Par exemple, dans R muni de la topologie
usuelle, si on prend A = [0;1] et B =[1;2] :

AU B =]0;2|
mais AU B =]0; 2[—{1}
b) L’ensemble AU B est le plus petit fermé contenant A U B. Puisque A U B est fermé et
contient AU B, on a :
AUBCAUB
De plus, A est le plus petit fermé contenant A. Comme AU B est un fermé contenant A,
ACAUB. De méme, BC AUB donc AUB C AU B, ce qui implique :

AUB=AUB

c) D’apres les questions précédentes :

En revanche, I'autre inclusion n’est pas vraie. Le contre-exemple du a) est encore valable ici :
si A=[0;1] et B=[1;2],
J(AUB)={0}u{2}
mais 0AU OB = {0} U {1} U{2}



2. Pour montrer la continuité, on va montrer que x — d(x, F') est 1-lipschitzienne. Cela impli-
quera qu’elle est continue.
Pour tous z, 2/, d(z, F) = inlfT d(z,y) < in£ d(z, o) +d(2',y) = d(z,2') + d(2, F).

ye yE

Donc d(z, F)—d(z', F) < d(z, ') et, symétriquement, d(z’, F') —d(x, F) < d(z,z’). On a donc :
|d(.§l]l,F> - d((E,F)| < d(&?,:ﬂ/)

c’est-a-dire que x — d(x, F') est 1-lipschitzienne.
Sixz € F, d(z,F) = 0. Réciproquement, si d(z, F') = 0, il existe une suite x,, de points de F’
telle que d(z,x,) — 0, c’est-a-dire telle que x,, — x. Puisque F' est fermé, x € F.

3. Supposons d’abord que f est continue. Soit A C X quelconque. L’ensemble f(A) est fermé
donc f~1 ( f (A)) est aussi fermé, puisque f est continue. Puisque cet ensemble contient A, il

contient A :

Ac (@) e ST

Supposons maintenant que, pour tout A C X, f(A) C f(A) et montrons que f est continue.
Il faut montrer que, pour tout F C X fermé, f~!(F) est aussi un fermé. Soit donc F un fermé
quelconque.

Posons A = f~Y(F). Puisque f(A) C F, on a f(A) ¢ f(A) ¢ F = F donc f-}Y(F) = A C
S7HF). Puisque, de plus, f~1(F) C f~1(F), Végalité f~1(F) = f~1(F) est vraie et f~!(F) est
un fermé.

Exercice 2

1. L’ensemble E = {]a;b] tq a < b} est stable par intersection finie et I'union des éléments de
E est égale a R. L’ensemble E est donc une base de la topologie qu’il engendre.

Cette topologie qu’il engendre est moins fine que Tyimsup car tous les Ja; b] sont des ouverts pour
Tiimsup : ils s’écrivent comme 'intersection de deux ouverts, | — oo, b] et |a; +o0.

Cette topologie est aussi plus fine que Ty, sup car, pour tous a et b, | —oo; a] et |b; +-00[ s’écrivent
comme une union d’ensembles de la forme |a’; ¥']. Ils appartiennent donc a la topologie engendrée
par E, et la topologie qu’ils engendrent est incluse dans celle engendrée par E.

La topologie engendrée par E, dont E est une base, est donc égale & Tiim sup-

2. Les boules ouvertes pour la topologie usuelle sont des ouverts de Tjim sup

Je—ez+e= | Jr—ey

yElrz—e;zte|

Les ouverts de la topologie usuelle appartiennent donc a Tiimsup ; Timsup €St plus fine que la
topologie usuelle. En revanche, elle n’est pas moins fine : les ]a; b] sont ouverts pour 7jim sup mais
pas pour la topologie usuelle.

3. Le complémentaire de |a;b] vaut R—]a;b] =] — oo; a]U]b; +00]. C’est donc un ouvert. Donc
Ja; b] est un fermé; il est sa propre adhérence.

4. Tout ouvert non-vide de Tjim sup contient un invervalle non-vide de la forme ]a; b], qui contient
nécessairement un élément de Q, car Q est dense pour la topologie usuelle.



5. Montrons d’abord que Tjimsup D'est pas a base dénombrable d’ouverts. Raisonnons par 1’ab-
surde et supposons qu’elle est a base dénombrable d’ouverts. Soit {U,, },en une base dénombrable
d’ouverts. Notons F = {sup U,, tq n € N} (ou sup désigne la borne supérieure standard sur R).
L’ensemble E est dénombrable.
Pour tout a € R, | — co;a] est un ouvert de Timsyp donc une union d’éléments de la base
{Upn}nen. I existe donc n € N tel que U,, C|] —o0;al et a € U,,. Pour un tel n, a = sup U,,. Donc
a € E.
On a ainsi démontré R C E, ce qui est impossible car E est dénombrable. Donc Ty, gup n’est
pas a base dénombrable d’ouverts.
Supposons maintenant par l'absurde que T syp €st métrisable. Soit d une distance sur R en-
gendrant Tjim sup- Alors B = {By(z,1/n) tq x € Q,n € N*} est une base dénombrable d’ouverts
pour 7T1m sup-
En effet, il est clair qu’il s’agit d'un ensemble dénombrable d’ouverts. Montrons que c’est une
base de Tiim sup-
Soit U € Tiimsuyp Un ouvert quelconque. Soit z € U. Puisque U est ouvert pour la distance
d, il existe n, € N* tel que By(z,1/n,) C U. D’apres la question précédente, il existe x, €
QN By(z,1/2n,). Alors z € By(x.,1/2n,) et By(z,,1/2n,) C By(z,1/n,) C U.
Les ouverts By(x,,1/2n,) appartiennent a B et U = UUBd(xZ, 1/2n,).

ze

Donc B est une base dénombrable d’ouverts.

Exercice 3

1. Soient Fy, F des fermés disjoints. Puisque X vérifie le lemme d’Urysohn, il existe une fonction
continue f : X — [0;1] telle que f(x) =0six € Fyet f(x) =1six € F.

Si on pose Uy = f~1([0;1/2]) et Uy = f~1(]1/2;1]), Uy et Uy sont bien disjoints. Ce sont des
ouverts car f est continue. Ils contiennent respectivement Fj et Fj.

Donc X est normal.

2. a) On va construire par récurrence sur n les familles (Ga—n )k—o,.. 2n, de sorte que les propriétés
suivantes soient vérifiées :

- GOIFoetG1CX—F10

- Si k<, alors Gyo—n C Gig—n
Pour n = 0, on prend Gy = Fy. On fixe Uj et U; deux ouverts disjoints contenant respectivement
Fy et Fl (ils existent puisque X est normal). On prend G; = X — U;. On a alors G; C X — F}

etX—UlDﬁOIUQDFOIGo.

On suppose maintenant que la construction a été réalisée jusqu’a n et on la réalise pour n + 1.
Soit r = k2=t avec k =0, ..., 2",

Si k est pair, G, est déja construit.

Si k est impair, construisons G,. Les ensembles G j,_1)o-n+1) €t X—Cor'(kﬂ)gf(n“) sont des fermés
et ils sont disjoints (d’apres la deuxiéme propriété vérifiée par la famille des G;). Puisque X est
normal, il existe donc Uy, U; des ouverts disjoints tels que :

G(k_l)gf(nJrl) c Uy et X — Go(k+1)27(n+1) cl;

On prend Gy-(nt1) = X — U;. C’est bien un fermé.



G(k,1)2—<n+1) CUy=U,C X — Ui = Gg-(ns1)

et :
Gry-miny =X — Uy C G(k+1)2—(n+1)

Donc les propriétés voulues sont bien vérifiées.

b) Vue sa définition, f est a images dans [0; 1]. Pour tout z € Fy, on a = € G donc f(x) = 0.
Pour tout z € Fy, x ¢ G, donc f(z) =

Il reste a montrer la continuité.

Soient x € X et € > 0 quelconque. Montrons qu’il existe un voisinage V' de x tel que, pour tout
yev, |f() - fy)l <«

Siz ¢ Gy, alors V = X — G est un voisinage de z sur lequel f vaut 1 = f(z). Ce voisinage
convient.

Supposons maintenant que z € GGy et notons r = f(x).

Soient 71,79 des réels dyadiques tels que r —e < r;y < r < ry <r+e€. Posons V = Co?m — G,y
Par convention si r; < 0, on pose G,, = 0 et, si ro > 1, on pose G,, = X. C’est un ouvert (car
c’est la différence d'un ouvert et d’un fermé) et il contient x.

En effet, x ¢ G,,, sinon on aurait f(x) < r; < r. De plus, il existe un réel dyadique r’' € [r; 7]
tel que 2 € G, (sinon on aurait f(z) > ry > r) donc on a x € Gy C Gy,

Pour tout y € V, y € G,, donc f(y) < re. De plus, y ¢ G,, donc y ¢ G pour tout s < ry.
Done f(y) > 1.

Donc, pour tout y € V', |f(z) — f(y)| <e.

3. Supposons que la topologie de X est engendrée par une distance d. On va montrer que X
vérifie le lemme d’Urysohn.
Soient Fy, Fy des fermés disjoints. On peut supposer qu’ils sont tous les deux non-vides (sinon
une fonction constante convient).
On pose :
flo) = g 1)

(x, Fo) + d(z, Fy)

D’apres la question 2. de l'exercice 1, cette fonction est bien définie (son dénominateur ne
s’annule pas, car Fy N F; = ) et continue. Elle vaut 0 sur Fy et 1 sur Fj.

Exercice 4

1. a) Pour tout Vo € V, Vo C |J V car |J V est un fermé contenant Vj (et, par définition, V
VEv VEy

est le plus petit ensemble fermé vérifiant cette propriété). On a donc :

UVCW

Vey Vey

Montrons la réciproque. Soit z ¢ U V. Puisque V est localement fini (car U, 'est), il existe

un voisinage W de z tel que {V € V tq W NV # 0} est fini. B
Notons Vi, ..., V5 les éléments de V intersectant W. Pour tout ¢t < s, puisque = ¢ V, il existe
W, un voisinage de z tel que W, NV, = 0.



Posons Y = WnNWiN...NW,. Alors Y est un voisinage de x. Pour tout V' € V, soit V =V, pour
un certain ¢ et alors VNY C V,;NW, = ), soit V n’est pas 'un des V; et alors VNY C VNW = 0.

Donc Y est un voisinage de x tel que Y N ( U V) ={0.Donczx ¢ U V.
VEy VEy

b) Pour tout n, d’apres la question précédente :

U.= U U= |J Uc4

Ueld,,UCA Uel,, UCA

A cause de cet inclusion, on doit avoir :

Uuv.c JyU.cA

neN neN

Montrons 'inclusion réciproque.
Soit x € A quelconque. Puisque X est régulier et puisque X — A est un fermé qui ne contient
pas z, il existe By, By des ouverts disjoints de X tels que z € By et X — A C Bs.
Puisque Ui, est une base d’ouverts de X, il existe n € N et U € U,, tels que x € U C B;.
n

Onaalors U C By C X — By =X — By C A. Donc x € U,, pour un certain n, ce qui implique
que x € YU,.
n

2. a) Pour tout n, U} et V! sont des ouverts, puisque U, et V,, sont ouverts et kL<J Vi et kL<J Uy
<n <n

sont fermés. Donc U’ et V' sont des unions d’ouverts ; ce sont aussi des ouverts.

Montrons qu’ils sont disjoints. Soit x € X quelconque; montrons qu’on ne peut pas avoir
xelU' NV,

Six ¢ U, etx ¢V, pour tout n,onax ¢ U et x ¢ V'.

Supposons donc qu’il existe ng tel que x € U, ou = € V,,, et choisissons un tel ng le plus petit
possible. Par symétrie, on peut supposer qu’on a au moins x € U,,. Pour tout n < ng, x ¢ V!
car z ¢ V. Pour tout n > ng, x € Uy, donc x ¢ V. Donc = ¢ V’. On ne peut donc pas avoir
xelU' NV,

Montrons que F5 C U. De méme, on aura F} C V.

Pour tout n, V,, C X — F, donc, pour tout n, FyN U =F,NU,. On a donc :

}E F]lf'::LJ(EEIW L%) :ZLJ<}E F]LEJ ::lﬁlﬂ (LJ([H) ::lB F\()(-— EH) ::lﬁ
Donc F, C U'.
b) La propriété démontrée a la question précédente est exactement la définition de la normalité.

3. On applique la question 1.b) a ouvert U. Soit (U, ),en une famille dénombrable d’ouverts
telle que :
VneN, U,cU et Uu.=0U
neN
Pour tout n, les ensembles U,, et X — U sont des fermés disjoints. Puisque X est normal, il
existe, d’apres 'exercice précédent, une fonction continue f, : X — [0;1] telle que f, vaut 0
sur X —U et 1 sur U,,.



On pose f = ZNQ_(”“)fn.
ne

Cette fonction est a images dans [0; 1]. Elle est continue car ¢’est une limite uniforme de fonctions
continues. De plus, pour tout n € N et tout x € X — U, f,(z) = 0 donc, pour tout x € X — U,
f(z) = 0.
En revanche, si x € U, il existe n tel que x € U, (puisque I'union des U,, vaut U). Il existe donc
n tel que f,(z) =1, ce qui implique f(z) > 0.
4. La fonction d est une distance :

- d(z,y) = d(y, r)

- L’inégalité triangulaire est vérifiée.

- d est séparante : d(z,x) = 0. En revanche, si x # y, il existe un ouvert W C X qui

contient = mais pas y (car X est séparé). Puisque Ui, est une base d’ouverts, il existe

n e NU € U, tels que z € U C W. Pour ces valeurs de n et U, on a g,p(y) = 0 et
gnu(x) > 0. Donc d(z,y) > 0.
Montrons que d engendre la topologie de X.

On va d’abord montrer que les boules ouvertes pour la distance d sont des ouverts pour la
topologie de X.

Soient z € X et € > 0 quelconques. On va montrer que By(x,€) = {y € X tq d(x,y) < €} est
un ouvert de X.

Soit @’ € By(x,€) quelconque. Soit m > 0 tel que d(z,2') +1/m < e.

Pour tout n < m, soit V,, un voisinage de 2z’ tel que {U € U,, tq U NV, # (I} est fini. Notons
Uy, ....Us les U € U, tels que UNV, # 0. Commes les fonctions g, , ..., gn,v, Sont continues, il
existe un voisinage W,, de 2’ tel que, pour tout i < s et tout y € W, :

|9n.v: (%) = gnv: (y)] < 1/m (1)

Onnote Q=ViNn..NV,_iNWiN..NW,,_;. Clest un voisinage de =’ dans X.

Montrons que, pour tout y € Q, d(2',y) < 1/m.

En effet, pour tous n,U, si n > m, alors |g, v (2') — gnu(y')| < 1/m, puisque g, est a images
dans [0;1/n] C [0;1/m]. Sin < m, alors y € V,, N W,,. Dans ce cas, soit U est I'un des U; € U,
qui intersectent V,,, mais dans ce cas |gnv(2') — gnu(y)| < 1/m d’apres I'équation (1), soit U
n’est pas I'un des U; mais alors, comme 2’ et y appartiennent a V,,, 2’ ¢ U et y ¢ U donc

gn,U(x,) = gn,U<y) = 0.
Dans tous les cas :

lgnu (@) = gnu(y)] < 1/m

On a donc d(2',y) < 1/m et on a montré que Q C By(z',1/m).

D’apres la définition de m, By(z/,1/m) C By(z,¢€) donc ' € Q C By(z,€).

Donc les boules ouvertes pour la distance d sont des voisinages de chacun de leurs points dans
X. Ce sont donc des ouverts de X et tous les ensembles qui sont ouverts pour la distance d
sont aussi des ouverts de X.

Montrons maintenant que les ouverts de X sont ouverts pour la distance d.

Soient V' C X un ouvert et x € V. Puisque |J U, est une base d’ouverts de X, il existe
neN

neNUeU, telsquex e U CV.



Alors x € By(x, gnu(x)) C V. En effet, si d(x,y) < gnuv(z), on doit avoir |g, v (x) — gnu(y)| <
gnu(x) donc ¢, v(y) # 0. Par définition de g, ¢/, cela implique que y € U C V.

De méme que précédemment, cela montre que V' est un voisinage de chacun de ses points au
sens de la distance d. C’est donc un ouvert pour la distance d.

Exercice 5

1. Soit X = {0,1}, muni de la topologie T = {0, {0}, {0,1}}. Cette topologie vérifie Ty : deux
points distincts x et y sont nécessairement x = 0,y = 1 ou x = 1,y = 0 et {0} est un voisinage
de x qui ne contient pas y. En revanche, cette topologie n’est pas T} car 1 n’admet pas de
voisinage ne contenant pas 0.

La topologie des parties de complémentaire fini sur un espace infini X ne vérifie pas Ty (voir
le TD précédent) mais vérifie 77 : si z,y € X sont distincts, X — {y} est un voisinage de x ne
contenant pas y.

2. a) La relation R est réflexive : pour toute fonction définie sur X, f(z) = f(x).

La relation R est symétrique : (f(x) = f(y)) = (f(y) = f(x)).

La relation R est transitive : (f(z) = f(y) et f(y) = f(2)) = (f(z) = f(2)).
b) On note 7 I'ensemble des ouverts ainsi définis.

On a bien (),Y € T car () et X sont des ouverts de X.
Si Uy, Uy € T, alors 71Uy NU) = 7 Y(Uy) N1 (Uy). Puisque 7~ 1(Uy) et 7 1(Uy) sont des
ouverts de X, 71 (U; N Us) aussi donc Uy NU, € T.

Si (U;)icr est une famille d’éléments de T, alors 7! (UUZ) = Un ! (U;). Cet ensemble est une
union d’ouverts de X donc c’est un ouvert de X. Donc YU; € T.

¢) Soient [z] et [y] deux classes d’équivalence distinctes pour la relation R. Nous allons montrer
que ces points admettent des voisinages ouverts distincts.

Par définition de la relation d’équivalence, il existe f : X — Z une fonction continue a valeurs
dans un espace topologique séparé telle que f(x) # f(y).

Puisque Z est séparé, il existe V,, V,, C Z des ouverts tels que f(z) € V,, f(y) € V, et V.NV, = 0.
Comme f est continue, f~1(V,) et f~1(V,) sont des ouverts de X. Ils sont disjoints et contiennent
respectivement z et y. Notons-les U, = f~1(V,) et U, = f~1(V,).

L’ouvert U, est saturé pour R :sia € U,,b € X et aRb, alors b € U, (puisqu’alors f(a) = f(b),
par définition de R, donc b € f~1(V,) ssia € f~1(V})).

De méme, U, est saturé pour R. Les ensembles 7(U,) et m(U,) sont donc des ouverts de Y (car
7 Y7 (U,)) = U, est ouvert et de méme pour U,). Ils sont disjoints (car leurs antécédants par
7 le sont) et [z] € w(U,), [y] € 7(U,).

d) La fonction 7 est continue (c’est immédiat a cause de la fagon dont on a défini la topologie
sur Y) et on a vu que Y était séparé.

Soit Z un espace séparé et f : X — Z continue. Pour toute classe d’équivalence [z] € Y, on
pose g([z]) = f(z). Cette définition est correcte puisque, si 2R, f(z) = f(2').

Par construction, f = go .

De plus, la fonction g est continue : si U est un ouvert de Z, g~ (U) = w(f~*(U)). L’ensemble
S7HU) est saturé pour R (pour la méme raison qu’a la question précédente) donc w(f~1(U))
est ouvert dans Y.



La fonction g est unique car, pour tout x, on doit avoir g o w(x) = f(x). Il est donc nécessaire
que g([z]) = f(z).

e) Puisque 7’ est une application de X vers Y’, qui est séparé, il existe une unique g : Y — Y’
continue telle que 7’ = g o 7.

De méme, il existe une unique ¢’ : Y’ — Y telle que 7 = ¢’ o 7.

Montrons que g : Y — Y est un isomorphisme, de réciproque ¢'. Il faut montrer que ¢'og = Idy
et gog =Idy.

D’apres les égalités qui précedent, m = ¢ o’ = (¢’ 0 g) o 7.

Or m : X — Y est une application continue a valeurs dans un espace séparé. Il existe donc
une unique application h : Y — Y continue telle que 7 = h o . Comme l'identité est une
telle application, h doit nécessairement étre I'identité. Or ¢’ o g est une telle application. Donc
g og=Idy.

De méme, go g/ = Idy/.

Exercice 6

1. Soit {U, }nen une base dénombrable d’ouverts de X. Notons :

N ={n e N tq U, N A est dénombrable}

neN
n € N, qui sont dénombrables).

De plus, A— (A*NA) C ( UNUH> NA. En effet, si x € A— (A*N A), il existe, par définition de
ne

L’ensemble ( U Un) N A est dénombrable (car c’est I'union dénombrable des U, N A pour

A*, un voisinage V' de z tel que V' N A est dénombrable. Puisque {U,,} est une base d’ouverts,
il existe n tel que z € U, C V. Pour cette valeur de n, U, N A est dénombrable. Donc n € N'

tx e U, |.

e (Y0)

(En réalité, les ensembles A — (A* N A) et ( UNUn> N A sont égaux.)
ne.

L’ensemble A — (A* N A) est donc inclus dans un ensemble dénombrable. Il est dénombrable.

Montrons d’abord que A* C A*. Soit z € A*.

Soit V' C X un voisinage quelconque de z. Il faut montrer que A* NV est indénombrable.
Puisque x € A*, ANV est indénombrable. De plus, A*NV D (ANA*)NV = (ANV)—(A— A*).
Comme A — A* est dénombrable mais A NV est indénombrable, (A N V) — (A — A*) est
indénombrable et A* NV aussi.

Montrons maintenant que X — A* C X — A**.

Soit x € X — A*. Il existe V un voisinage ouvert de z tel que ANV est dénombrable. Pour
tout y € V', V est un voisinage ouvert de y donc, puisque ANV est dénombrable, y ¢ A*.
Donc A* NV = ; en particulier, cet ensemble est dénombrable. Donc = ¢ A**.

2. Soit A un espace topologique a base dénombrable.
Prenons X; = A" et Xy = A — A*. L’ensemble A est bien la réunion disjointe de X; et Xs.
L’ensemble X, est dénombrable, d’apres la question précédente.



L’ensemble X; n’a pas de point isolé : si x était un point isolé, x n’appartiendrait pas a
X;=A"=A"=X;.
L’ensemble X est fermé : six € A — X; = Xy = A — A*, alors il existe un voisinage ouvert
V de x dans A tel que VN A =V est dénombrable. Aucun élément de V n’appartient a A*
(puisqu’ils ont justement un voisinage dénombrable : V'). Donc A — X est ouvert. Donc X est

fermé.



