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Corrigé

Exercice 1

1. Soit f: X — R continue. Construisons la suite (f,,)nen demandée.

Pour tout n, on note A, = {gx, tq g € A}.

Pour tout n, A, est une sous-algebre de C(K,,R) contenant les constantes et séparant les

points. Elle est donc dense dans C(K,,R). Soit f, € A telle que || fuix, — fir, || < 5

Montrons que la suite (f,,)nen ainsi construite converge vers f uniformément sur tout compact.

Si S C X est compact, alors S C K, pour tout n assez grand. En effet, les K, forment un

recouvrement ouvert de S (car X = U K,, C U IO(nH Y Kn) Puisque S est compact, on
neN neN neN

peut extraire de ce recouvrement un sous-recouvrement fini. Comme les K,, sont emboités, cela
revient a dire que S C K, pour tout n assez grand.
Donc, pour tout n assez grand, || fus — fisll < [l fujx, — fix.ll < 5. Donc || fus — fis|| = 0
quand n — +o0.
2. L’ensemble de ces fonctions est une sous-algebre de C(Y,R). Cette sous-algebre contient les
fonctions constantes.
Elle sépare les points. En effet, si (y;)icr et (2;)ies sont deux points différents, il existe ig € [
tel que y;, # z;,. Comme X;, est compact, il est normal et vérifie donc le lemme d’Urysohn
(voir les TD 2 et 3). Il existe alors g : X;, — R continue telle que g(y;,) =0 # 1 = g(z;,). La
fonction f: (z;)ier — g(w;,) appartient a F et sépare (y;); et (2;);.
De plus, par le théoreme de Tychonov, [[X; est compact.

(2

Par le théoreme de Stone-Weierstrass, F est donc dense dans C(Y, R).

3. Soit g € Q. Soit r > 0 tel que B(zo,r) C Q. Notons ¢ : [0;1] — 2 Papplication telle que
O(t) = xg + re®™™.
Pour tout £ > 0 :

[ ot 0o = = [

_ ¢(k+1)(1) . ¢(k+1)(0> 0
k+1

On en déduit que pour toute fonction polynomiale f, [ f(¢(t))#'(t)dt = 0.
Si I'ensemble des fonctions polynomiales de 2 dans C était dense dans C(Q,C), toutes les
fonctions continues de 2 dans C devraient vérifier :

[ s war=o



Or ce n’est pas le cas. En effet, si on prend f(z) =%, on a:

1 1 .
/ Flo(6)e' (8)dt = / omir(zoe?™ + r)dt
0 0
= 2mir® # 0

4.

Lemme 1.1. Pour toute h € C(X,R), il existe un unique réel c(h) tel que h — c¢(h) € A.

Démonstration. Commencons pas l'unicité : si h —c¢; € Aet h —cy € A, alors ¢o — ¢; =
(h —¢1) — (h — o) appartient aussi & A. La seule fonction constante dans A étant la fonction
nulle, on doit avoir cs — ¢; = 0.
Montrons 'existence.
Posons A" = {f +ctq f € A,¢c € R}. On vérifie qu’il s’agit d’'une sous-algebre de C(X,R).
Cette sous-algebre contient les constantes et sépare les points. Elle est donc dense dans C(X, R).
Ainsi, pour toute fonction h € C(X,R), il existe une suite (f,)neny d’éléments de A et une suite
(Cn)nen de réels telles que :

|h = (fn+ ca)llo = 0

La suite (|c,|)nen ne tend pas vers +oo. En effet, si elle tend vers +oo, on a :
[fn/en+ (1= h/cy)|loc = 0 = [ fn/en+ 1|oo = 0

Pour tout n, f,/c, € A donc 1 € A. Comme on a supposé que A était fermée, cela implique
que 1 € A, ce qui est absurde.
Donc, quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que (¢, )nen converge vers une limite
c(h). Alors :

b= e(h) = fulloe = 0

et comme A est fermée, h — c(h) € A. O

Lemme 1.2. L’application h € C(X,R) — ¢(h) € R est un morphisme d’algébres.

Démonstration. Soient hy, hy € C(X,R) et r € R. Puisque h;—c(hy) appartient a A, rhy —rc(hy)

aussi. Comme c(rh;) est unique, c¢(rhy) = re(hy).

De méme, c(hy + hy) = c(hy) + c(hs).

Enfin, puisque hy — ¢(hy) et hy — c(hg) appartiennent a A, (hy — c(hy))(he — c(hg)) + c¢(h1)(hg —

c(hg)) +c(h2)(hy — c(hy)) aussi. Donc hyhy — c(hy)c(hy) appartient & A et ¢(hihg) = c(hy)c(hs).
[

Lemme 1.3. Pour tout h € C(X,R), |c(h)| < [|h]]so-

Démonstration. Montrons d’abord qu’il existe M > 0 tel que |c¢(h)] < M]|h||w pour toute
h € C(X,R).

Si ce n’est pas le cas, on peut trouver une suite (h,),en de fonctions telles que ||hy||o0 — O
et ¢(h,) = 1 pour tout n € N. Avec cette définition, 1 — h,, € A pour tout n. Comme A est
fermée, 1 € A. C’est impossible.



Donc M existe bien.
Montrons maintenant que M = 1 convient. Si ce n’est pas le cas, il existe f € C(X,R) telle que

le(H) > |f|oo- Alors :

— +00

‘Hfl!oo

ce qui est absurde car ce quotient doit rester inférieur a M. O

Hoo

Lemme 1.4. Il n’existe pas dans A de fonction strictement positive.

Démonstration. Soit f € A. Notons m; = min f et my = max f (ces réels sont bien définis car
la fonction f est continue et définie sur un compact).

Posons h = f — ™3™2. Le minimum de h est ™5™2 et son maximum est ™25 donc ||| =
ma— ml

Pulsque feA clh)=—-"1312 Dapres le lemme précédent
'ml + Mo Mo — My
- 2
donc my; < 0 et my > 0, ce qui implique que f n’est pas strictement positive. O

Utilisons le lemme précédent pour conclure.
Posons F' = ) f~'({0}). Cet ensemble est une intersection de fermés du compact X. Il est
feA

non-vide car, s'il est vide, il existe fi, ..., f,, un nombre fini d’éléments de A tels que f;*({0})N
. N f71({0}) = 0. Dans ce cas, les fonctions f; n’ont pas de zéro commun donc la fonction
g = fi+ ..+ f? est un élément de A n’ayant que des valeurs strictement positives. C’est en
contradiction avec le lemme précédent.

L’ensemble F' ne peut contenir qu’un seul point, sinon A ne sépare pas les points de F' (toutes
les fonctions de A étant nulles sur F). Il existe donc un unique zy € X tel que f(x¢) = 0 pour
toute f € A.

On a donc montré A C {f € C(X,R) tq f(zo) = 0}.

De plus, pour toute fonction f € C(X,R) telle que f(zo) = 0, on doit avoir ¢(f) = 0. En effet,
puisque f — ¢(f) € A, on doit avoir (f — ¢(f))(zo) = 0 donc ¢(f) = 0. Ainsi, f € A.

Exercice 2

1. Un espace métrique compact est Séparable En effet, pour tout k£ € N, il existe :1;5’“), o xgi)
des éléments de X tels que X C U B(:}:t ,2*’“). L’ensemble de tous les :E,Ek) pour k € N et

t < s;, est dénombrable et dense dans X.

Notons (x,,),en une suite dénombrable dense dans X.

Pour tous n,m, k tels que 27% < d(x,, 7,,)/2, s0it g, m une fonction valant 1 sur B(z,,27%)
et 0 sur B(z,,,27%). Une telle fonction existe car X vérifie le lemme d’Urysohn (il est compact
donc normal ; voir les TD 2 et 3).

Notons A 'algebre engendrée par les constantes et les fonctions g, ,, . Cette algebre est dense
dans C(X,R). En effet, elle contient les constantes et, d’apres la définition des gy, m k, elle sépare



les points : si y, z sont deux points distincts de X, il existe x,,, 7., k tels que y € B(w,,27%),
2 € B(xy,27%) et 27% < d(z,,, 2,n) /2. Pour de tels 2, T, k, on a gym i (y) = 1 et gnmr(z) = 0.
De plus, A contient un sous-ensemble dénombrable dense : ’ensemble des sommes finies de
constantes rationnelles et de produits de fonctions de la forme g, ,,, 1 et de réels rationnels. Ce
sous-ensemble, étant dense dans un ensemble dense, est également dense.

2. a) Soient Ky,ny, f1, €1, K2, na, fa, €. Supposons que Bk, », (f1, €1) N Bk, ny (f2, €2) est non-vide
et fixons ¢ € Bg, n, (f1,€1) N Bryn, (f2, €2). Montrons qu'il existe K3, ng, fs, €3 tels que :

g € BKg,ng(f37 63) C BKl,nl (f17 61) N BKQ,ng(f27 62)

Posons :
Kg - Kl U KQ
n3 = max(n, ns)
fs=g
€3 = min (€ — [|g — fillk,nis €2 — |19 — fallKomn)

Onage€ BKg,ng(f3,€3)- Montrons BK3,TL3(f37 63) - BKl,m(fla 61) N BKQ,TLQ(fZ) 62)-

Si h € BK3,H3<f37€3)7 on a ||g - hHK1,n1 < Hg - hHKs,ns < € <€ — ||g - f1||K1,n1- Donc
||h - f1||K1,n1 < €1.

De méme, ||k — fol|xymn, < €2.

. o . Ak1tka .

b) Une suite (fn)nen converge vers une limite foo si, pour tous ki, ka, g, 5r™ converge uni-
formément vers 22l gur tout compact
8]“1I1(9k23:2 p :

c¢) Nous allons montrer que 'ensemble des polynomes est dense dans cette topologie. Comme
il contient un sous-ensemble dénombrable dense (I’ensemble des polynomes a coefficients ra-
tionnels), cela impliquera que la topologie est séparable.

Notons P I’ensemble des polynomes.

Il faut montrer que, pour tous K, n, f,e, PN Bgn(f,€) # 0. On procede par récurrence sur n.
Pour n = 0, ¢’est une conséquence du théoréeme de Stone-Weierstrass. La famille P, restreinte
a n’importe quel compact K C R?, est une sous-algebre de C(K,R) qui contient les constantes
et sépare les points. Elle est donc dense pour la norme uniforme.

Supposons qu’on I’a démontré pour n et montrons-le pour n + 1.

Supposons K, f, € fixés. Soit M > 0 tel que K C [—M; M| x [—M; M]. On note L = [—M; M] x
[—M; M]. Supposons temporairement un €' > 0 fixé.

Soient P, € PN BLn(0.f,€), Py € PNBL,(0,f,€) et Py, € PN Bp,(0:0,f,€). lls existent a
cause de I’hypothese de récurrence.

Posons :

O, 00+/ uOdu—l—/ 0tdt+// S, t)du dt

C’est une fonction polynomiale. Majorons ||} 952 Q — 92952 f ||,k pour ky + ky < n+1.



- Premier cas : k; = ky = 0.
Pour tous z,y € L (donc également pour tous x,y € K) :

Yy T
F,y) = £0,0)+ [ 0,f(0,0)dt + [ 0. f(u,y)du
0 0
Yy x Ty
_f(o,o)+/0 8yf(0,t)dt+/0 8wf(u,0)du+/0 /0 0,0, f (u, t)du dt
donc, vues les définitions de P, P, et P, :

‘f($7y) - Q<x7y)| < (2M + M2)6/

- Deuxieme cas : k; = 1, ks = 0 (ou, symétriquement, ky = 0, ky = 1)

0:Qa,y) = Pola.0)+ [ Poyfart)at

0, f(z,y) = 0, f(x,0) + /Oy 0,0, f (. t)dt
donc :
|8xf(x, y) - a:EQ(xa y)| S (1 + M)E/

- Troisieme cas : k; > 1,ky = 0 (ou, symétriquement, k; = 0, ky > 1)
0 Q) = 0 Pulw,0) 4 [ OB Py (o, 00
08 fa.y) = 92 f(,0) + [ 0810, (w. )
donc :

08 f(,y) — 0P Q(z,y)| < (1 4+ M)

- Quatrieme cas : k1 > 0,k >0

03121852@(90, y) = 8§1_10§2_1Px7y(x, Y)
oy f(x,y) = OO0 (0.0, f ) (x, y)

donc :

051052 Q,y) — 0y 02 f ()| < €

Toutes ces majorations impliquent || f — Q||xn+1 < € si on a choisi € assez petit.

Exercice 3

1. a) L’existence de a,, est une conséquence de la compacité de A, partie fermée d’un compact.
Quitte a extraire, on peut supposer que (a,)nen converge vers un élément a € X. Pour tout n,
®a,(a,) =0.0n a ¢yu,(a) < da,(a,) + d(a,,a) = d(a,,a) donc ¢a,(a) = 0 quand n — +o0.
Puisque ¢4, — f uniformément, f(a) =0 donc a € A.

Puisque ¢4, (x) — f(z) quand n — 400 et d(z,a,) — d(x,a), on a bien f(x) = d(z,a).



b) La fonction f est 1-lipschitzienne car c’est une limite de fonctions 1-lipschitziennes (et
’ensemble des fonctions 1-lipschitziennes est fermé pour la norme uniforme).

Pour tout x € X et tout a € A, f(z) < f(a)+ d(z,a) = d(x,a). En prenant la borne inférieure
sur a, on obtient f(z) < d(x, A) = ¢pa(x).

c) D’apres a), f(z) > irelgd(x’&) = ¢a(x). D’apres b), cela implique f = ¢a.

2. L’ensemble {¢4}acr est fermé dans C(X,R), d’apres la question 1. I est équicontinu (les
fonctions ¢4 sont toutes 1-lipschitziennes) et les fonctions ¢4 sont uniformément bornées (par
le diametre de X') donc I'image des ¢4 est d’adhérence compacte dans R. L’ensemble {¢4}acr
est donc compact pour la norme uniforme, d’apres le théoreme d’Ascoli. Puisque (F,J) est
isométrique a ({¢pa}a,||-||), 'ensemble (F,d) est également compact.

Exercice 4
1. Soit N tel que, si |t —t'| < ¢/N et |z — 2’| < eM/N, alors :

[f(tx) = f{',2)[ <6

Un tel N existe car f est uniformément continue, d’apres le théoreme de Heine.
On définit X4 sur [O; %e] par récurrence sur k.

- Pour k£ =0, on pose X;(0) = .

- Si X est définie sur [O; %e}, on pose :

w0 (5)+ (-4 (3)) e[t

On peut montrer par récurrence que, pour tout ¢t € [%e; %e} :

| Xs(t) — xo| < tM
En particulier, on a toujours | X;(t) — zo| < R et donc la définition est valide.
La fonction est bien continue et de classe C! par morceaux. De plus, pour tout & et tout

ekt
T - (L)

N N

€
<=M
- N

Donc, si X; est dérivable en ¢ :
k k
X300 = 100 X0 = |1 (e (<) ) = e o) <5

2. Considérons {Xs}o<s<1 C C°([0; €], R™). Cette famille de fonctions est équicontinue.

En effet, pour tout ¢ €]0;1], la dérivée de X; existe partout sauf en un nombre fini de points
et, partout ou elle existe, elle est inférieure a M + 6 < M + 1. Comme X; est de plus continue,
on en déduit que X5 est (M + 1)-lipschitzienne.

La famille { X5} est de plus uniformément bornée (par R, puisque (¢, X;5(t)) reste dans I’ensemble
de définition de f) donc son image est d’adhérence compacte dans R.



D’apres le théoréme d’Ascoli, cette famille est donc d’adhérence compacte dans C°([0; €], R™) et
la suite (Xi/5)nen- admet une sous-suite convergente au sens de la norme uniforme.

3. Pour tout ¢, X (t) = 1_1)111 X, () = 1_1)111 Jo X4 (t)dt.

Pour tout n, | [y X, (¢)dt — fi f(t, X, (1))dt| < 6,t < bue.
De plus, t — f(t, Xs,(t)) converge uniformément vers ¢t — f(¢, X (¢)) (car f est uniformément
continue) donc :

t
X = [ fe.xw0)a
0
La fonction X est donc de classe C! et de dérivée t — f(t, X (t)).

Exercice 5

1. Soit f € F non-nulle. Pour tout polynéme P € R[X], z — P(z)f(x) est un élément de F,
qui n’est pas la fonction nulle si P # 0. En effet, si P(x)f(x) = 0 pour tout x € R, cela signifie
que f n’a qu'un nombre fini de valeurs non-nulles (puisque P n’a qu’un nombre fini de racines).
Puisque f est une fonction continue, f est donc identiquement nulle, ce qui est en contradiction
avec ’hypothese qu’on a faite sur f.

L’application P € R[X] — (v — P(z)f(z)) € F est donc linéaire et injective. Puisque R[X]
est de dimension infinie, F' aussi.

2. Pour tout k, D* est continue. En effet, par définition de la topologie sur F', (D¥)~1(B(g, €))
est un ouvert de F, pour toute g € E et tout € > 0. Comme les B(g, ¢) engendre la topologie
de E, 'antécédant par D¥ de tout ouvert de E est un ouvert de F. Donc, si f, — f dans F,
D*(f,) — D*(f) dans E, c’est-a-dire ||D*(f,) — D¥(f)|| — 0.

Réciproquement, supposons que, pour tout k, ||D*(f,,) — D*(f)|| — 0 quand n — +oo. Alors,
pour toute g € E et tout € > 0,si f € {f € F tq ||D*f — gl|oo < €}, la suite f, appartient aussi
a{f e Ftq||DFf — glle < €} & partir d'un certain rang (par inégalité triangulaire). Comme
les {f € F tq ||D*f — g||c < €} engendrent la topologie de F, tout ouvert de F' contenant f
contient aussi f, pour tout n assez grand.

Montrons que F' est métrisable. Posons :

Zmin(l, | D*(f1) — D*(f2)ll)

k 2k

d(f17f2) =

Il s’agit bien dune distance :

- d(f1, f2) = d(f2, f1)
- (d(f1, f2) = 0) = ([[D°(f1) = D°(f2)ll = 0) & (f1 = f2)

- L’inégalité triangulaire est vérifiée :

d(fi, f3) <zmm1 MDA = Dk(fzgiHHD’“(fz)—D’“(fg)H)

Szk: n(l, HD'“(J;) D’“(fg)l!)+Zmin(1,IID’“(J;z;)—D’“(fz)\l)

k

=d(f1, f2) +d(f2 f3)



Montrons que d engendre la topologie de F'.
Pour tout k € N et toutes fi, fo € F, min(1, || D*(f1) — D*(f2)||) < 2%d(f1, f2) donc ||D*(f1) —
D*(fo)|| < wi(d(f1, f2)) ot wy : RT — [0; +00] est la fonction telle que :

wi(x) = +oo siz >27F

=rsiz <27k

Cela implique que les D* : F — E sont continues pour la topologie induite sur F par la distance
d. Pour toute g € E et tout € > 0, {f € F tq ||D*f — g||oc < €} est Pantécédant par D* d'un
ouvert de E. C’est donc un ouvert de F' au sens de la topologie induite sur F' par d. Donc tous
les ouverts de F' sont aussi des ouverts au sens de la distance d.

Montrons maintenant que la topologie de F' est plus fine que la topologie engendrée par d.
Puisque {Bq(fo,€)} f,ere=0 est une base d’ouverts de la topologie engendrée par d, il suffit de
montrer que, pour toute fo € F et tout € > 0, By(fo,€) est un ouvert de F'.

Posons, pour tout NV € N et toutes f1, fo € F, dy(f1, f2) = 3 min(1’||Dk(£i)ka(f2)H).
k<N

La suite (dy)yen converge uniformément vers d. Pour tout N € N, dy est continue sur F' 2 (car
composée de fonctions continues). La limite d de (dy)y est donc également continue (pour la
topologie de F').

Pour toute fy € F et tout € > 0, puisque la fonction dy, : f — d(fo, f) est continue, By( fo,€) =
d;ol (] — € ¢€[) est un ouvert de F.

3. Soit (f,)nen une suite d’éléments de F. On suppose que, pour tout k, (D*(f,))nen converge
dans F vers une limite gg.

Pour tout k, (D¥(f,))nen est une suite de fonctions de R dans R qui converge uniformément
vers gi. De plus, la suite de ses dérivées, (D*T1(f,))nen, converge uniformément (vers gp,1). La
limite g est donc dérivable, de dérivée gp.q.

Ainsi, par récurrence, gy est infiniment dérivable et, pour tout k, g(()k
pour tout k :

) = gx. Donc gg € F et,

1D*(fa) = D*(g0)ll = |ID*(fa) — gull = 0

Donc, par 2., (fu)nen converge dans F' vers gg.
Réciproquement, si (f,)nen converge dans F vers une limite g, alors, pour tout k, puisque DF
est continue, (D*(f,))nen converge vers D¥(g) dans E.

4. Si K est relativement compacte, K est compacte. Puisque D* est continue sur F, D*(K) est
compacte dans E pour tout k. Donc, pour tout k, 'ensemble D¥(K) est inclus dans un compact
de E. Son adhérence est donc un fermé inclus dans un compact ; elle est donc compacte et D¥(K)
est relativement compact.

Supposons réciproquement que D*(K) est relativement compact dans E pour tout k et mon-
trons que K est compact.

Soit (f,)nen une suite d’éléments de K. Montrons qu’on peut en extraire une sous-suite con-
vergente (cela suffit car F' est métrisable par la question 2.).

Pour tout k, D*(K) C D*(K) car D* est continue. Puisque, par hypothese, D¥(K) est compact,
on peut extraire de (D*(f,))nen une sous-suite qui converge dans E.




Par extraction diagonale, on peut ainsi montrer qu’il existe ¢ : N — N une extraction telle que
(D*(fs(n)))nen converge dans E pour tout k € N.
D’apres la question précédente, (fg(n))nen converge alors dans F'.

5. D’apres la question précédente, il suffit de montrer que D¥(B) est relativement compacte

dans F pour tout k € N. Fixons k.

Posons X = {f : [0;1] — R continue tq f(0) = f(1) = 0} et munissons X de la norme de la

convergence uniforme. L’ensemble X est un sous-ensemble fermé de C([0; 1], R).

L’application ¢ : f € E — fj.1) € X est une isométrie car su£|f(x) —g(z)| = s?p}\f(a:) —g(z)|

e z€|(0;1

si f et g sont nulles sur R — [0;1]. De plus, ¢ est surjective : pour toute f € X, la fonction

g : R — R qui est égale a f sur [0;1] et nulle en-dehors appartient & F et on a ¢(g) = f.

L’application ¢ est donc un isomorphisme de E vers X et, pour montrer que D*(B) est rela-

tivement compacte dans E, il suffit de montrer que ¢(D*(B)) est relativement compacte dans

X. Puisque X est fermé dans C([0; 1], R), il suffit de montrer que ¢(D*(B)) est relativement

compacte dans C([0; 1], R).

Puisque fcup| |D*(f)|lee < M pour une certaine constante M, 'ensemble ¢(D*(B)) est équiborné
€B

dans C([0; 1], R).
De plus, si on fixe M’ > sup||D**1(f)||, on a, pour toute f € B :
feB

1(D*(f)) oo = 1D (f)lloo < M

Les fonctions de D*(B) sont donc toutes M’-lipschitziennes. Leurs images par ¢ sont donc
également M’-lipschitziennes. L’ensemble ¢(D*(B)) est donc équicontinu.

D’apres le théoreme d’Ascoli, ¢(D*(B)) est donc relativement compacte dans C([0; 1], R). C’est
ce que 'on souhaitait démontrer.

6. Raisonnons par 1’absurde et supposons qu’il existe une norme N qui engendre la topologie
de F'. Notons B la boule unité pour N.

Pour tout k € N, D* est une application linéaire continue sur F. Il doit donc exister Cj, > 0 tel
que, pour toute f € F, ||D*(f)|| < C,N(f). L’ensemble D¥(B) est alors inclus dans Bg(0, Cy).
D’apres la question précédente, cela implique que B est relativement compacte. Mais un espace
vectoriel normé n’a sa boule unité relativement compacte que s’il est de dimension finie. C’est
en contradiction avec la question 1.

Exercice 6

1. Soit A T'ensemble des couples (F”,l") satisfaisant les propriétés 1 et 2. On munit A d'un
ordre : (F',1') < (F",1") si et seulement si F' C F" et I/, =1'.
Montrons que A est inductif.

Soit {(F!,l})}icr une famille totalement ordonnée d’éléments de A. Posons G = |J F) et, pour
i€l

tout x € G, posons m(x) = li(x), ot i est un élément de I tel que = € F.

La définition de m ne dépend pas du choix de i. En effet, si 7 et j sont deux indices différents

tels que x € F et x € I, on a (F},l}) < (F},1%) ou bien (Fj,l%) < (F}, ) et, dans les deux cas,
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[; et I coincident sur F} N F} (& cause de la fagon dont on a défini I'ordre).



L’application m est linéaire. En effet, soient z,y € G, A, u € R. Il existe , j tels que x € F/,y €
Fj. Puisque (F},1}) < (F},15) ou (F},15) < (F},l}), on a F] C F} ou Fj C F. Donc z,y € F] ou
z,y € F}. Par symétrie, supposons qu'on a z,y € F;.

Alors m(Az + py) = LAz + py) = Ni(x) + pli(y) = dm(z) + pm(y).

L’application m coincide avec [ sur F' et vérifie m(z) < p(x) pour tout x € G (car chaque [}
vérifie cette propriété).

Le couple (G, m) vérifie donc les propriétés 1 et 2 et est un majorant de {(F},l})}ic; dans A.
D’apres le lemme de Zorn, A admet donc un élément maximal (F”,1"). Cet élément vérifie la
propriété 3.

2. a) On va définir I” par I"(x + ra) = I'(x) + rb avec b € R bien choisi, pour tous = € F’ et
r e R.

Avec une telle définition, la propriété 1 sera nécessairement vérifiée. Il reste donc a voir comment
choisir b de sorte que la propriété 2 soit aussi vérifiée.

On veut I'(x) +rb < p(z + ra) pour tous x € F',r € R. Puisque I'(x) < p(z) pour tout x € F,
c’est équivalent a :

7 _
wp PEFTO V@) L petra) — 1)
zeF' r<0 r zeF’' r>0 r

11 suffit donc de montrer :

sup p(z+ra) —U'(x) < inf plz+ra) —U'(x)

zEF! r<0 r T zEeF >0 T

Solent x1,x9 € F',r1 < 0,79 > 0. Montrons :

p(x1 +ra) —U'(xq) < p(xg + rea) — U'(x9)

r1 )

C’est équivalent a :

rop(z1 + r1a) — rip(xe + rea) > U'(rexy — r122)

r r
=  (rp—r) (r 2 . p(z1 + 1ma) — . ! . p(zy + TQCL)) > U'(romwy — 1122)
-1 -1

Mais puisque p est convexe :

(?"2—7’1)(

T2

p(z1 +ma) —
To —T1 o —T1

T2

p(za + ma))

> (rg—r T +nra)— To + Toa
> (7o 1)p<r2—r1(1 10) 7“2—7“1(2 2)>
To9X1 — T1T2
=(rp=—r)p|{————
rg —T1
s (e (BE002)
ro—"

= l/<7’2$1 — 7’1[E2)
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b) Le couple (F’ @ Ra,l") vérifie les propriétés 1 et 2 de la question 1 et F” est strictement
inclus dans F’ @ Ra. Donc (F”,l") ne vérifie pas la propriété 3. C’est absurde.

Donc un (F’, ') qui vérifie les propriétés de la question 1 doit aussi vérifier F” = E. Comme un
tel (F',1') existe, le résultat voulu est démontré pour [ = I'.

3. a) Soient F un espace vectoriel normé et a un élément de E. Montrons qu’il existe une forme
linéaire ¢ : E — R telle que ||¢|| =1 et ¢(a) = ||a|.

On pose F' = Ra, p(z) = ||z|| et {(ra) = r||all.

D’apres le théoreme qu’on a démontré dans la question précédente, il existe une forme linéaire
¢ qui coincide avec [ sur F et telle que ¢(x) < p(z) pour tout = € E.

L’inégalité ¢(x) < p(z) pour tout x € F implique ||¢|| < 1.

De plus, ¢(a) = I(a) = [|a]|.

b) Si H est dense, une forme linéaire continue qui s’annule sur H doit s’annuler sur tout F£.
Supposons maintenant que H n’est pas dense et montrons qu’il existe une forme linéaire con-
tinue qui est nulle sur H mais n’est pas identiquement nulle sur F.

Soit a € E — H. Posons F = H @ Ra. Définissons [ : F — R par :

I(h+ra) =1 Vhe Hyir eR
Il existe C' > 0 tel que, pour tous h € H,r € R :
r < Cl|lh + ral
En effet, si ce n’est pas le cas, il existe une suite (h,,r,) € H x R telle que, pour tout n :
Tn > nllh, + rpall

Quitte a remplacer (h,,r,) par (h,/r,, 1), on peut supposer que r, = 1 pour tout n. Alors, la
suite ||h,, + a|| tend vers 0, ce qui implique que a appartient & H. C’est absurde.

Donc la constante C' existe. On pose p(z) = C||z||.

D’apres le théoreme de Hahn-Banach, il existe une forme linéaire ¢ : E — R qui coincide avec
[ sur F' et qui vérifie ¢(x) < p(z) pour tout z € E.

La fonction ¢ est nulle sur H. Comme elle vérifie ¢(x) < C||z|| pour tout z, elle est continue.
De plus, ¢(a) = l(a) =1 # 0 donc ¢ n’est pas identiquement nulle sur E.

¢) Quitte a translater C' et x, on peut supposer que 0 € C.

Posons F' = Rz et [(rz) = r pour tout r € R. Soit p la fonction qui vaut 1 sur C' et +oo sur
E — C. Comme F est convexe, C' est convexe.

Pour tout r € R, I(ra) < p(rz). En effet, si r < 1, I(rz) < 1 < p(rz). Sir > 1, rx ¢ C (sinon,
comme 0 € C, on devrait aussi avoir x € C') donc I(rz) < 400 = p(rz).

D’apres le théoreme de Hahn-Banach, il existe une forme linéaire ¢ : E — R telle que ¢ coincide
avec [ sur F' et ¢(z) < p(x) pour tout = € E.

Puisque ¢ coincide avec [ sur F, ¢(z) = I(z) = 1.

Puisque p(z) = 1 pour tout x € C, ¢(x) < 1 pour tout z € C. Donc la forme linéaire ¢ satisfait
la propriété demandée avec a = 1.
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