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Feuille d’exercices n°6
Corrigé

Exercice 1

1. On reprend le principe de la preuve du théoreme de Banach-Steinhaus.

Pour tout M € N, on note Ey = {x € E tq Vi,||Ti(x)|| < M}. Les Ej; sont des fermés et
ils sont tous d’intérieur vide (sinon, la preuve du théoréme de Banach-Steinhaus montre que
(T})icr est bornée dans L.(E, F)).

Posons G = N (E — Eyy). Cet ensemble est un Gs-dense.
MeN

De plus, pour tout € G et pour tout M € N, z ¢ E); donc il existe ¢ tel que ||T;(z)|| > M.
Cela implique que, pour tout = € G :

sup||T;(z)|| = +o0
iel

2. L’ensemble Fy x Fy est un espace de Banach pour la norme ||(z,y)|| = ||z||+||y||. L’ensemble
F} + F5 est un espace de Banach car c¢’est un sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Banach.
L’application ¢ est linéaire, continue et surjective entre deux espaces de Banach. D’apres le
théoréme de 'application ouverte, elle est ouverte. Il existe donc M > 0 tel que B(0, M) N
(Fi+ F2) € ((BO,1) 1 F}) x (B0, 1)1 F)).

Pour tout z € Fy + F, tq 2 # 0, M7 € B0, M) N (Fy + F») donc il existe y; € F, yy € Fy

tels que |[y3l], [|sol] < 1et yy +uh = M.
|1z

Posons C = 1, 11 = 4120 et 4, = 44 L. On & alors 4y + 4 = = et ||| < Cllz]l, lall < Cl].
3. Notons S cet espace. On note ||.|| les normes sur E et F et |||.||| la norme opérateur sur
L.(E,F).

Soit f € S. Montrons qu’un certain voisinage de f dans L.(E, F') est inclus dans S.

Notons € > 0 tel que Br(0,¢) C f(Bg(0,1)). 1l existe d’apres le théoreme de I'application
ouverte. Montrons que B(f,¢/2) C S.

Soit g € B(f,€/2). Il faut montrer que g est surjective. On note g = f + h avec h € B(0,¢/2).
Puisque Br(0,¢) C f(Bg(0,1)), on a la propriété suivante : pour tout z € F, il existe 2’ € F
tel que f(2') = z et [[2']| < L||z||. En effet, si z = 0, c’est évident et, sinon, 1o € Br(0,¢)
donc il existe 2” € Bg(0,1) tel que f(2") = e~ En posant Z = ”’i”z” on a bien z = f(2') et
121l < ¢ll=l-

Soit y € F' quelconque. D’apres la propriété que ’'on vient d’énoncer, il existe une suite (z,)nen
telle que f(x) = y et, pour tout n, f(xn41) = —h(x,) avec ||z,|| < L|h(zn)]].

Comme ||| < €/2, on a ||z, || < ol



La somme xy + x1 + x5 + ... converge donc normalement vers une limite z.

On a:
g(z) = nl_igl@g(% + ...+,
= T f(0) + o S2n) + heo) + ot h(a)
-l ()
)
Donc y € Img.

Puisque c’est vrai pour tout ¥, g est bien surjective.

Exercice 2
1.

n

Su(F)(te) = > cn(f)e™™

k=—n

1 n 27 ) .
- (/ f(t)e—zktdt) 6zk:to
27 oe—p \J0

_ 217T /027r f(t) ( i ez‘k(t—to)) dt

k=—n

1 27
_ f/ F(£)Dy(t — to)dt
21 Jo
Posons, pour tout € > 0, f.(t) = %. C’est bien une fonction continue et 27w-périodique

(puisque D,, est une fonction & valeurs dans R, continue et 2m-périodique).
Pour tout ¢ :
| Dy(t —to)| — € < fe(t) Dn(t — to) < |Dn(t —to)]

Lorsque € — 0, S,,(fe)(to) — i f027r | D, (t — to)]|dt.
Pour tout € > 0, || fe||oo < 1 donc :

S0 (f)(to)] 1o
Sup > sup |5 (fe)(to)| = %/0 | Dy (t)]dt

2. L’ensemble Cy, est un espace de Banach (ensemble des fonctions continues de R dans I'espace
complet R). Pour tout n € N, (f — S,(f)(to)) est un opérateur linéaire continu de Ca, vers
Car (puisque, pour tout k et toute f € Cor, |ck(f)] < ||f]loc donc f — cx(f) est un opérateur
continu).

La famille (f — S, (f)(t0))nen n'est pas bornée dans L.(Cor, R). En effet, d’apres ce qu’on a vu



a la question précédente :

1F = a2 o [ 1Du(o)

B 1/27r sin((n + 1/2)t) 0t
2nJo sin(t/2)
21 | qj
> 1/ sin((n + 1/2)t)’dt
T Jo t
1 r2r(n+1/2) | gj
_ 7/ Sm(t)’dt
mJo t

— +00

D’apres la question 1. de 'exercice précédent, cela implique qu’il existe un Gs-dense G C Cay
tel que, pour toute f € G :

SlellN)|5n(f)(to)| = +00

Pour toute f € G, (S,(f)(to))nen ne converge pas.

Exercice 3

1. C’est une application linéaire entre deux espaces de Banach. Son graphe est fermé : si
(fu, [1) = (foo, goo), alors fo est dérivable de dérivée g, (lorsqu’une suite de fonctions converge
uniformément et la suite de ses dérivées aussi, la limite est dérivable, de dérivée la limite des
dérivées). Donc elle est continue, par le théoreme du graphe fermé.

2. Puisque T est continue, il existe C' > 0 telle que, pour toute f € F, ||T(f)|| < C||f]|. En
particulier, pour toute f € Bg(0,1), ||f'|| < C donc f est une fonction C-lipschitzienne. Cela
implique I'équicontinuité.

3. La boule unité de F est d’adhérence compacte dans F', d’apres le théoreme d’Ascoli : elle
est équicontinue et, pour tout x € [0;1], f(x) € [-1;1] si f € Bp(0,1) donc {f(x)}repp(01) est
relativement compacte dans R.

Puisque F est fermé, I’adhérence de sa boule unité est la boule unité fermée. L’espace F' est
donc un espace normé dont la boule unité fermée est compacte. Il est de dimension finie.

Exercice 4

1. Nous allons montrer que Conv(K) est précompacte dans E. Cela impliquera que Conv(K)
'est aussi : si Conv(K) C | B(xg,¢€), alors Conv(K) C U B(xg,e) C U B(wg, 2€).
k<N k<N kSN

Cela impliquera donc que Conv(K) est compacte, puisque ¢’est un espace complet (car il s’agit
d’une partie fermée d’un espace complet).

Soit € > 0 quelconque.

Soient w1, ...,z, € K tels que K C kL<J B(xy,€/2).

Soit N € N* tel que Frsup||ag|| < €/2.
k<n

Posons F = {%:171 + .+ %xn tq ki, ..., k, € {0, ...,N}}. Montrons que Conv(K) C U B(y,¢€).
yeF



Soit Z € Conv(K) quelconque. Il existe t1, ...,tg € [0;1] et 21, ..., 2r € K telsque t;+...+tg =1
et t121 + ... + trzg = Z. Pour tout r < R, soit k,. tel que z,. € B(zy,,€/2).
Alors ||Z — Strag, || < Stol|zr — o, || < €/2.

Posons, pour tout k <n, T, = Y t,. On a alors ||Z — > Trxg|| < €/2.
ky=k z

Si on note K} la partie entiere de NT}, pour tout k, on a de plus :

() (=5)

On en déduit :

K
7i - ] ol < sl < 2

<2

k<n

K,

7 — <2ka> <e

k

On a donc montré que Z € |J B(y, €).
yeF

> yk-d(w, E—B(yk,¢)) > (yp—x).d(z,E—B(yx,c)) >y —zl]-d(z, E—B(yk,¢))
k k k

S i@ BB ) SIEE B || S T S @B

k k k
La derniere inégalité provient du fait que, pour tout k, d(z, E — B(yx,€)) = 0 si ||z — yi|| > ¢,
ce qui fait que, pour tout k :

2. a)

— X

<e

llyx — z||d(z, E — B(yg, €)) < ed(x, E — B(yg,€))

b) Restreinte a Conv({y1,...,yn}), I'application ¢ est une fonction continue a valeurs dans
Conv({y1, ..., yn}). L'ensemble Conv({y1, ...,y }) est un convexe compact inclus dans un sous-
espace vectoriel de F de dimension au plus n. D’apres le théoreme de Brouwer, ¢ admet donc
un point fixe sur cet ensemble.

(La compacité de Conv({y1, ..., yn}) provient du fait que, si on pose A = {(t1, ..., t,,) € [0; 1]" tq t1+
. +t, = 1}, alors A est compact et Conv({yi,...,yn}) est 'image de A par Iapplication
(t1, ..., tn) € A — t1y1 + ... + oy, qui est continue.)

¢) Soit z. le point fixe de la question précédente. Il appartient a C'.

1 f(ze) — x| = || f(ze) — &(f(zo)l| < e

Puisque C' est compacte (et incluse dans un espace métrique), on peut extraire de (21, )nen-
une sous-suite convergente. Si on note z,, la limite de cette sous-suite, alors, par continuité,

|| f(Zoo) — Too|| = 0 donc f(2s) = Teo-

3. Notons Cy = Conv(f(C)). D’apres la question 1., c’est un compact de E. C’est aussi un
ensemble convexe.

L’ensemble C5 est inclus dans C. Restreinte a Cs, 'application f est une application continue
d’un convexe compact de E dans lui-méme. D’apres 2., elle admet donc un point fixe dans Cj,
qui est aussi un point fixe dans C'.

Exercice 5
On ne peut pas appliquer directement le théoreme de Schauder car 'image de T n’est pas
nécessairement d’adhérence compacte.



Nous allons définir un opérateur S qui coincidera avec T sur une boule de rayon assez grand et
dont I'image sera d’adhérence compacte.

Soit R > 0 tel que {z € E tq 3\ € [0;1],x = \T'(z)} C B(0, R).

Définissons S(z) =T m>, pour tout z € E. C’est une application continue car c’est
une composée d’applications continues.

Pour tout x € F, WH < R donc S(E) c T(B(0, R)). D’apres (1), S(E) est compacte.
Puisque E est un convexe fermé de F, on peut appliquer a S le théoreme de Schauder : S
admet un point fixe, qu’on note x;.

On a ||zo||] < R. En effet, sinon, T'(Rxzo/||zo||) = S(z¢) = w0, ce qui implique que
E_T ( Raq ) Oro< HS%H < 1 donc, par définition de R, on devrait avoir R > |£&o

[zzol| [zzol| [zol|
absurde.

Donc zg = S(x¢) = T(x¢) et T admet bien un point fixe.

Rxg
[[zoll

= R. Cest

Exercice 6

1. a) Soit, pour tout n € N, e, la suite dont toutes les coordonnées sont nulles sauf la n-eme

qui vaut 1. La suite (e,),en est une base de Schauder de [P(N).

En effet, si € I?(N), > x,e, — z lorsque N — +00, ce qui prouve 'existence de la suite
n<N

(&n(x))neN-
Cette suite est unique car, s’il y en a deux, (a,(z)) et (5,(z)), on doit avoir :

Z an(T)en — Z Ba(z)en

n<N n<N

— 0 quand N — 400

p

p

=D _lon(x) = Bu()l

n<N

> an(z)e, — > Bulw)en

n<N n<N

p

On doit donc avoir a,(x) = B,(z) pour tout n € N.

b) Supposons que E admet une base de Schauder (e,,). Posons A = {g1e1+...+qnen tq ¢1, ..., qn €
Q, N € N}. C’est un ensemble dénombrable. Montrons que A est dense dans E.

Soit x € E quelconque. Soit € > 0. Il faut montrer que A N B(x,¢€) # (.

Soit N € N tel que < €/2. Soient ¢y, ...,qn € Q tels que :

T — Z an(x>6n
n<N

> gnen — D ap(x)e,

n<N n<N

< €/2

Alors < e.

xr — Z qn€n
n<N

Donc A est dense et E est séparable.

L’ensemble [*°(N) n’est pas séparable (voir le corrigé du partiel). Il n’admet donc pas de base
de Schauder.



2. a) Pour tout z, 3 a,(z)e, — x. On doit donc avoir :
n<N

> an(z)e,

n<N

< sup = M(x)

N—+o0

|z]] = lim || an(z)e,
<N

N—+o0
n>~

Avant de montrer que M est une norme, démontrons que les applications «,, sont linéaires.
Soient x,y € E, A\, u € R.
Puisque Y a,(z)e, = z et 3 a,(y)e, — y, on a aussi :

n<N n<N

> (A () + pan(y))en = Az + py

n<N

Puisque la suite (o, (AT + py))nen est uniquement définie, on doit avoir ay, (Ax + py) = Ao, (z) +
paov, (y) pour tout n € N.

Puisque «,(tz) = ta,(z), on a M (tx) = |t|M(z) pour tous x € E,t € R.

Puisque M (z) > ||z||, application M est séparante.

Enfin :
M(z+y) =sup || > an(r +y)en
NeN n<N
= sup Z an(x)e, + Z an(y)en
NeN | In<N n<N
< sup Zan(‘r)en + Zan(y)en
NeN n<N n<N
< sup Z O‘n(x)en + sup Z an<y)en = M(SL’) + M(y)
NeN n<N NeN n<N
Donc M est une norme
b) Supposons que (z;)sen est de Cauchy pour M. Puisque M > ||.||, c’est aussi une suite de
Cauchy pour ||.||. Notons z sa limite au sens de la norme ||.|| et montrons que c’est aussi la
limite pour la norme M.
Pour tous s,t, N € N :
Z an(xs)e, — Z an(xp)en|| < M(zs — )
n<N n<N

Pour tout N, la suite ( 3 a,(xs)en)sen est done de Cauchy. Elle converge alors dans E vers
n<N

une limite qu’on note y]\? Cela implique que, pour tout N, ay(zs)ey — yny — yn_1 lorsque
s — 400 et donc que ay(xs) converge vers une limite ay.

Montrons que Y ape, — T lorsque N — +o00.
n<N



Soit € > 0. Montrons que, pour tout /N assez grand <e.

Too — Z Ap€n
n<N

Pour tous s, N € N :

> an(zs)en — D anen

n<N n<N

< lim M(xs — )

T t—o+4oo

= lim
t—4o0

;Nan(xs)en - Z ozn(:r;t)en

n<N

Soit s tel que, pour tout t > s, M (x5 — ;) < €/3. Un tel s existe car (z4)sen est de Cauchy. De
plus, puisque ||zs — Zo|| — 0, on peut supposer, quitte a choisir s plus grand, que ||z; — Too|| <
€/3.

Pour tout N assez grand, < €/3. Pour tout N assez grand, on a donc :

Ts — Z an(l‘)en
n<N

Too — Z An€n

n<N

< ||x<>o —$s|| +

Ts— > an(zs)e,

n<N
< 2¢/3+ tllinooM(:Cs —1y) <e

_|_

> an(Ts)en — D aney

n<N n<N

Donc Y ane, — Too quand N — +o0. On a donc, pour tout n, a, = o, (Teo).

n<N
Pour tout N :
Z an(zs)e, — Z (oo )en|| = tlim Z ap(zs)e, — Z an(x)en|| < sup M (x5 — a4)
n<N n<N o n<N n<N t>s

Donc M (zs—xs) < sup M (zs—x;) — 0 quand s — +o0o. La suite (x;)sen est donc convergente
t>s

pour M.

c¢) L’application Id : (E, M) — (E,||.||) est une bijection linéaire entre deux espaces de Banach.
Cette application est 1-lipschitzienne (donc continue) d’apres la question a). Elle est donc de
réciproque continue d’apres le théoreme de I'isomorphisme. Si K est la norme de la réciproque,
on doit avoir, pour tout z € E, M(x) < K||z||.

d) Pour tout n, on note P, : x € E — ay(z)e; + ... + a,(x)e,. Pour tout n, P, est continue

car :
Ve e B, [|Pu(2)]] < M(z) < K[z

L’application * — ay,(x)e, est donc continue : elle est égale a P,,1 — P, et une différence
d’applications continues est continue.

L’application «,, est donc aussi continue.

3. a) Soit F' = Im (K) ; c’est par hypothese un espace de dimension finie. Notons m la dimension
de F et (g1, ..., gm) une base de F.

Soient ¢1,..., ¢, : I — R les applications coordonnées, c’est-a-dire les applications linéaires

telles que, pour tout y € F':
Yy = Z (bn(y)gn

n<m
Ces applications sont continues car, en dimension finie, toutes les applications linéaires sont
continues.



Pour toute f € C([0;1],R) :

= Zﬁbn(K(f))gn (1>

n<m

Pour tout n, 'application ¢, 0 K est continue (c’est la composée de deux applications continues).
D’apres le théoreme qu’on a admis, il existe p,, v, deux mesures finies sur [0; 1] telles que, pour
toute f :

SulK (1) = [ S~ [ s,

Avec ces définitions, I’équation (1) donne le résultat demandé.
b) Puisque hg est continue, {t € [0;1] tq ho(t) > ||K|| — €/2}. 1l existe |a’;b'[C [0;1] tel que,
pour tout ¢ €]a’; V[ :

ho(t) = || K|| — €/2

On va choisir a, b tels que ]a; b[C]a’; b'[. La premiere propriété sera alors vérifiée ; il faut montrer
qu’on peut aussi satisfaire la deuxieme.

Posons A = 3° uy, + v,. Clest une mesure finie sur [0; 1].
n<m

Pour tout N € N* :

A([0; 1)) > A(d: b]) > ’;))\Qa +k;b']_val;a’+(k:+1)b'j—va’ D

Il existe donc k tel que :

bV —d | b —d A([0;1])
<
Adajtk N ol + (k+1) I D_ N (2)
Choisissons N suffisamment grand pour que :
AO:1]) e
N  — 4mM

Choisissons k comme dans l'inégalité (2) et posons a = a’ + kbl;,“,,b =d+(k+ l)b,;,a
Alors on a bien |a; b[Cla’; b'] et, pour tout n :

ol D) + ) < A0 < 2 <
¢) On définit f; de la manieére suivante :
- L) = ()Slt¢]ab[
f1( ) = fola)(1 = H=2) + HED sit €la; (a +b)/2).

- i) = fo(b)(1 — )+2(b U sit €)(a+b)/2;0]
La fonction f; vérifie blen les proprletes voulues.

K(fi) — K(fo) = K(fi — fo)
= ;_1:1 (/Ol(fl — fo)dpin — /Ol(fl - fo)an> 9n



La fonction f; — fo est nulle en-dehors de |a; b[ et vérifie ||f1 — folloo < || folloo + [|f1]]o0 < 2.
Donc, pour tout n :

b €
gz/ it + dvy, < ———

1 1
‘/0 (fl—fo)d#n—/o (fr = fo)dvy = oM

Ainsi :
m

1K (f1) = K(fo)lloo < D

n=1

€
2mM

€
noogf
Igalloe < 5

Donc [|f1 + K(fi)lloo > [|f1 + K(fo)lloo — 5-
D’apres la propriété 1. de la question b), K(fo)((a+0b)/2) = ho((a+0b)/2) > ||K||—€/2. Puisque
filla+b)/2) =1:

f1+ K(fo)lloe = (f1 + K(fo))((a+1)/2) > 1+||K]| _g

Et donc || fi + K(f1)|lee = 1 + || K| — €.
Puisque || fi]|oo = 1, cela démontre que ||Id+ K||s > 1+ ||K|| — €. Ce résultat étant vrai pour
tout €, on a :

[{d+ K| = 1+ [|K]]
On a aussi |[/d + K|| <1+ ||K]|| par inégalité triangulaire, donc :

[d+ K|| =1+ [|K]]

4. a) Pour toute A C N finie, 'application P4 est continue (car chaque «, est continue, d’apres
la question 2.). Montrons que, pour tout x, sup ||Pa(2)||le < +00. Comme C([0;1],R) est

AcN finie
un espace de Banach, le théoreme de Banach-Steinhaus impliquera que  sup || Pal| < 400
AcN finie
Supposons par I'absurde qu’il existe = tel que  sup || Pa(x)]|]o0 = +00.
AcN finie

Montrons qu’il existe Aj, Ag, ... une partition de N en sous-ensembles finis telle que :
VneN, [[Pa,(z)][ =1

On va constuire les A; par récurrence de sorte que, pour tout 4, les trois propriétés suivantes
soient vérifiées :

1. A;nA; =0 pour tout j < i.
2. 1€ AjU...UA;
3. 1P (@) > 1

Construisons d’abord A;. A cause de la fagon dont x est défini, il existe A un sous-ensemble
fini de N tel que :

|Pa()[| = 14 [|on(z) Aol
Sile A, onpose A = A. Sinon, on pose A; = {1} U A. On a alors, par inégalité triangulaire :

[1Pa, ()| = |[Pa@)]] = [laa () o]l = 1



Supposons maintenant que Ay, ..., A; ont été construits et montrons qu’on peut construire A;, .
Soit A fini tel que :

1Pa(@)l] 2 1+ a1 (@) fiall + D > o (@) full

j<in€A;

On pose A;r1 = ({i + 1} UA)— (A1 U...UA,;). L'inégalité triangulaire implique || Py
Cela conlut la récurrence.

(@] = 1.
On peut donc construire la partition désirée. Notons, pour tout i, n; le nombre d’éléments de
A;. Soit 7 : N — N une permutation telle que :

- 7w(1),...,m(ny) € Ay

- m(ny+1),...,m(ng) € A

La suite < > ozw(n)(x)fw(n)> n’est pas de Cauchy car, pour tout k :
n<N NeN

I > @y = D (@) frmll = [[Pa, ()] 2 1

n<ni+..+ngq1 n<ni+...4+ng

Elle ne peut donc pas converger. C’est en contradiction avec la définition d’une base incondi-
tionnelle.

b) Soit x € C([0; 1], R) quelconque.

Pour tout M € N, notons Qs = Bn—ag)n{1,...,M}-

Puisque (N — Ag) N{1,..., M} est finie, ||Qn(x)|| < 5||z|| pour tout M € N. De plus, a cause
de la définition d'une base de Schauder :

SM HEAO
(max Ag)<M—+oo <n<zj\4 < )f ngo ( )f)
(maon)HSnM—>+ooQM(x)

L’élément x — Py, (x) est donc la limite d’une suite dont la norme de chaque terme est majorée
par §||z||. Cela implique :
||z = Pa(a)]] < Bll«]]
¢) L'opérateur — Py, est de rang fini donc, d’apres 3., ||[Id — Pa,|| = 1+ || Pa,||-
Puisque ||Pa,|| > 5 —€/2, ||[Id — Pa,|| > 14+ 8 —€/2.
D’apres le résultat de la question b), on a donc 1+ 8 —¢€/2 < .
Comme € est quelconque, c¢’est absurde.

10



